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Abstrat.  A projetive mirror polyhedron is a projetive polyhedron endowed with reetions
aross its faes. We onstrut an expliit dieomorphism between the moduli spae of a mirror
projetive polyhedron with xed dihedral angles in (0, pi
2
], and the union of n opies of Rd, when the
polyhedron has the ombinatoris of an eimahedron, an innite lass of ombinatorial polyhedra
we introdue here. Moreover, the integers n and d an be omputed expliitly in terms of the
ombinatoris and the xed dihedral angles.
1. Introdution
Un ouvert onvexe Ω de l'espae projetif réel Pn(R) est dit divisible lorsqu'il existe un
sous-groupe disret Γ du groupe des transformations projetives PGLn+1(R) qui préserve Ω et
agit proprement et oompatement sur Ω. On dit aussi que Γ divise Ω. Vinberg a trouvé une
méthode géométrique pour onstruire des onvexes divisibles à l'aide des groupes de Coxeter.
Cette méthode a été initiée par Poinaré pour onstruire des réseaux du groupe des isométries
de l'espae hyperbolique réel.
Dans la méthode de Poinaré, on ommene par se donner un polyèdre P de l'espae hy-
perbolique réel H
n
et une famille d'isométries identient 2 à 2 les (n − 1)-faes de P . Si es
isométries vérient des relations de ompatibilité, qui disent que l'on pave bien autour de haque
(n − 2)-fae, alors le groupe engendré par es isométries agit proprement sur Hn et P est un
domaine fondamental pour ette ation. En partiulier, si P est un polyèdre de Hn dont les
angles entre les (n− 1)-faes adjaentes sont des sous-multiples de pi, alors le groupe engendré
par les réexions qui xent les faes de P est un groupe de Coxeter ; il agit proprement sur Hn
et P est un domaine fondamental.
Vinberg a généralisé ette méthode au adre projetif de la façon suivante. On se donne un
polyèdre ompat P de Pn(R) et des réexions qui xent les faes de P . Cette fois-i, on a
des degrés de liberté pour hoisir es réexions. L'hypothèse  les angles dièdres de P sont des
sous-multiples de pi  devient  le produit de deux réexions par rapport à des faes adjaentes
est onjugué à une rotation d'ordre ni . Alors, le groupe Γ engendré par es réexions est un
groupe de Coxeter, qui agit proprement sur un ertain ouvert onvexe Ω de Pn(R) qui ontient
l'intérieur de P , et P ∩ Ω est un domaine fondamental pour l'ation de Γ sur Ω.
Cette onstrution motive l'introdution de la notion de polyèdre projetif miroir. Il s'agit
de la donnée d'un polyèdre projetif P et de réexions par rapport aux faes de P . On a alors
une notion naturelle d'angle dièdre (on donnera les dénitions préises à la partie 2). Dans e
texte, on s'intéresse au problème suivant : étant donné le graphe d'un polyèdre G dont les arêtes
sont étiquetées par des réels θ ∈]0, pi
2
], on herhe à omprendre l'espae des modules XG des
2 LUDOVIC MARQUIS
polyèdres projetifs miroirs qui ont la ombinatoire de G, et dont les angles dièdres sont les
angles xés par les étiquettes de G.
Choi s'est intéressé à e problème dans [Cho06℄, sous un angle un peu diérent : il xe un
polyèdre projetif P dont il étiquette les arêtes par des réels θ ∈]0, pi
2
], et il herhe à omprendre
l'espae des réexions par rapport aux faes de P qui font de P un polyèdre projetif miroir
dont les angles dièdres sont les étiquettes des arêtes de P . Choi montre sous une hypothèse
dite  d'ordonnabilité , que et espae des modules est une variété lisse dont il sait aluler
la dimension. Il faut noter que l'hypothèse d'ordonnabilité de Choi porte non seulement sur la
ombinatoire du polyèdre P mais aussi sur les étiquettes des arêtes de P .
Pour pouvoir dérire la topologie de XG, on aura besoin de faire une hypothèse sur la om-
binatoire du graphe de polyèdre G. On va dénir une sous-lasse de graphes de polyèdres :
les éimaèdres. De façon imagée, il s'agit des polyèdres obtenus à partir du tétraèdre et par
une suite nie de oupes "près d'un sommet" (voir dénition 3.1). On montrera le théorème
suivant :
Théorème (3.16).  Soit G un éimaèdre étiqueté. L'espae XG est vide ou diéomorphe à la
réunion de n opies d'un ertain Rd, où les entiers n et d s'expriment à l'aide de la ombinatoire
de G et de ses étiquettes.
On donnera un ritère préis et simple pour savoir si XG est vide ou non. On donnera aussi
un système de oordonnées expliite sur l'espae XG (théorème 4.42).
Rappelons que l'objetif est de onstruire des onvexes divisibles. Il est don essentiel de savoir
qu'il existe une innité d'éimaèdres étiquetés permettant grâe à la méthode de Vinberg de
onstruire des onvexes divisibles. On montrera aussi le théorème suivant qui sera un orollaire
évident du théorème 3.16.
Théorème (Corollaire 3.19).  Soient P un éimaèdre hyperbolique de H3 ompat dont
tous les angles dièdres sont aigus ou droits, et G le graphe de P étiqueté par les angles dièdres
du polyèdre P , alors, l'espae des modules XG des polyèdres projetifs miroirs qui réalisent G
est diéomorphe à R
e+−3




Terminons ette introdution en donnant le plan de et artile. La deuxième partie est onsti-
tuée de rappels et de dénitions. On rappelle les dénitions de polyèdre projetif et de groupe
de Coxeter. Ensuite, on dénit la notion de polyèdre projetif miroir qui est l'objet entral de
et artile. Pour motiver ette dénition, on rappelle le théorème de Vinberg. Pour aluler
les entiers n et d du théorème 3.16, on introduira la notion de 3-iruits de G, il s'agit des
triplets (r, s, t) de faes fermées de G mutuellement adjaentes. Le théorème d'Andreev, qui
est un analogue hyperbolique du théorème prinipal et dont on rappellera un énoné, pousse à
dénir les notions de 3-iruits prismatiques(i.e r ∩ s ∩ t = ∅), non prismatiques , mais aussi
les 3-iruits sphériques, anes et hyperboliques selon la somme des angles dièdres θr∩s, θs∩t et
θt∩r ; et enn de 3-iruit ave angle droit ou sans angle droit selon que l'un des angles θr∩s,
θs∩t ou θt∩r est droit ou non. Toutes es notions sont ruiales dans l'étude de la topologie deXG.
Dans la troisième partie, on ommene par présenter la notion d'éimaèdre qui sera la seule
hypothèse du théorème 3.16. On montre que les éimaèdres peuvent être obtenus en reollant
des blos fondamentaux le long de faes triangulaires. Un blo fondamental est un tétraèdre
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tronqué en un ou plusieurs sommets distints. Ensuite, on onsare un paragraphe à la présen-
tation du théorème 3.16.
Les paragraphes à partir du paragraphe 3.3 jusqu'au paragraphe 4.8 onstituent la démons-
tration du théorème 3.16. On ommenera par montrer les points les plus simples du théorème.
Au paragraphe 4.2, on montre que l'espae des modules du triangle est homéomorphe à R (ou
à un point s'il y a un angle droit), pour ela on introduit l'invariant R d'un triangle miroir. Cet
invariant sera la lé de voûte de la paramétrisation de l'espae XG.
Dans le paragraphe 4.3, on onstruit pour tout 3-iruit prismatique (r, s, t) un plan a-
nonique oupant P à l'intérieur des arêtes ommunes à r, s, t. Ce plan permet de déouper
géométriquement le polyèdre P , en blos fondamentaux que l'on omprendra par la suite.
Lorsque le 3-iruit est prismatique, sans angle droit, et ane ou sphérique, l'invariant R
ne peut pas à appartenir à un ertain intervalle ompat. C'est ette obstrution qui est la
ause de la non onnexité de l'espae XG. Dans les paragraphes 4.4, 4.5 et 4.6, on herhe à ra-
mener le omptage des omposantes onnexes de XG à un problème ombinatoire sur des forêts.
Enn, dans la partie 4.7, on alule l'espae des modules pour le tétraèdre et pour les blos
fondamentaux. Dans la partie 4.8 on dérit la manière de reoller deux blos fondamentaux.
On termine la quatrième partie en expliitant au paragraphe 4.9 un système de oordonnées
sur l'espae des modules des polyèdres projetifs miroirs.
Enn, la inquième partie dérit des exemples onrets d'espaes des modules de polyèdres
projetifs miroirs.
Je tiens à remerier Yves Benoist pour m'avoir guidé pendant e travail, mais aussi pour
m'avoir fait déouvrir les onvexes divisibles. Je remerie aussi Mikaël Crampon pour ses
onseils de rédation. Enn, je remerie  le rapporteur anonyme  dont les onseils m'ont
permis d'améliorer grandement la qualité de e texte.
2. Notion de polyèdre projetif miroir
Commençons par donner des dénitions préises et par rappeler le théorème de Vinberg. On
en protera pour rappeler le théorème d'Andreev dont le théorème 3.16 est un analogue naturel.
2.1. Les onvexes de P
+(V ).  Soit V un espae vetoriel réel de dimension nie n+1 > 3.
Notons P
+(V ) = {demi-droites vetorielles de V } = (V − {0})/R∗
+
la sphère projetive ; 'est
une variété projetive diéomorphe à la n-sphère eulidienne usuelle. Le groupe des transfor-
mations projetives de P
+(V ) est SL±(V ) = {u ∈ GL(V ) tel que det(u) = ±1} ≃ GL(V )/R∗
+
.
Dénition 2.1.  Une partie Ω de P+(V ) est dite onvexe lorsque son intersetion ave tout
grand erle de P
+(V ) est onnexe. On dit qu'elle est proprement onvexe s'il existe en plus une
hypersphère projetive de P
+(V ) qui ne renontre pas Ω, l'adhérene de Ω, e qui est équivalent
à l'existene d'une arte ane dans laquelle Ω est un onvexe borné. L'intérieur d'une partie
Ω de P+(V ) sera noté Ω˚. Un onvexe Ω est dit stritement onvexe si son bord ∂Ω = Ω\Ω˚ ne
ontient pas de segments non triviaux. On dit qu'un ouvert onvexe est divisible s'il existe un
sous-groupe disret Γ de SL±(V ) qui préserve Ω, agit proprement sur Ω et tel que le quotient
Ω/Γ soit ompat. On dit aussi que Γ divise Ω.
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Pour en savoir plus sur la théorie des onvexes divisibles, on pourra onsulter la série d'artiles
de Benoist : [Ben04a, Ben03, Ben05, Ben06℄, pour une étude omplète de la dimension 2
on pourra onsulter l'artile de Goldman : [Gol90℄.
Donnons tout de suite des exemples de onvexes divisibles :
 La sphère projetive est un onvexe divisible.





est don un exemple de onvexe divisible non proprement onvexe.
 On peut onstruire un autre onvexe divisé par Z
n
de la façon suivante. La base anonique
de R
n+1
dénit naturellement un pavage de P
+(Rn+1) en 2n+1 simplexes de dimension n.
Si on note Ω l'intérieur de l'un deux, alors la omposante neutre du stabilisateur de Ω
dans SLn+1(R) est le groupe D des matries diagonales à diagonale stritement positive
de déterminant 1. Le groupe D agit proprement et simplement transitivement sur Ω, et
l'image Γ de toute représentation dèle et disrète de Zn dans D est un réseau oompat
de D. Ainsi, Γ divise Ω qui est don un onvexe divisible proprement onvexe mais non
stritement onvexe.
 Terminons ette liste d'exemples par la onstrution d'un onvexe divisible stritement
onvexe. Soient q une forme quadratique sur V de signature (n, 1), et Ω l'une des 2 om-
posantes onnexes de l'ouvert {[v] ∈ P+(V ) | q(v) < 0}. Il s'agit du modèle projetif de
l'espae hyperbolique réel H
n
: il est don divisé par tous les réseaux oompats de
Isom(Hn), le groupe des isométries de Hn.
On va onstruire dans e texte des onvexes divisibles Ω, divisés par des groupes de Coxeter
W , selon une méthode initiée par Vinberg.
2.2. Les polyèdres projetifs.  On notera p : V \ {0} → P+(V ) la projetion naturelle.
Dénition 2.2.  Un polyèdre projetif est un fermé proprement onvexe P d'intérieur non
vide de P
+(V ) tel qu'il existe un nombre ni de formes linéaires α1, ..., αf sur V telles que
P = p({x ∈ V \ {0} | αi(x) 6 0, i = 1...f}).
Pour tout polyèdre projetif P de P+(V ), on dénit une relation d'équivalene ∼P sur P de
la façon suivante :
x ∼P y ⇔ le segment [x, y] se prolonge stritement des deux tés dans P
Les adhérenes des lasses d'équivalenes de ∼P s'appellent les faes de P . On appelle dimen-
sion (resp. odimension) d'une fae la dimension (resp. odimension) de l'unique sous-espae
projetif minimal la ontenant.
2.3. Groupes de Coxeter.  Les groupes de Coxeter seront au ÷ur de nos motivations ;
nous allons don rappeler quelques dénitions.
Dénition 2.3.  Un système de Coxeter est la donnée d'un ensemble ni S et d'une ma-
trie symétrique M = (Mst)s,t∈S telle que les oeients diagonaux vérient Mss = 1 et les
oeients non diagonaux vérient Mst ∈ {2, 3, ...,∞}. Le ardinal de S s'appelle le rang du
système de Coxeter (S,M). À un système de Coxeter, on assoie un groupe de Coxeter WS. Il
s'agit d'un groupe déni par générateurs et relations. Les générateurs sont les éléments de S et
on impose les relations (st)Mst = 1 pour s, t ∈ S tels que Mst 6=∞.
Ave toute partie S ′ de S, on peut former le groupe de Coxeter WS′ assoié au système de
Coxeter (S ′,M ′), où M ′ est la restrition de M à S ′. Un orollaire du théorème de Vinberg
montre que le morphisme naturel WS′ → WS est injetif. Ainsi, WS′ peut être identié ave le
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sous-groupe de WS engendré par la partie S
′
. On utilisera don la notation WS′ pour désigner
es deux groupes.
2.4. Polyèdre projetif miroir.  Dans le adre projetif, si on se donne un polyèdre
projetif, on peut hoisir pour haque fae une réexion qui la préserve. On va utiliser ette
liberté pour onstruire de nombreux onvexes divisibles assoiés à un groupe de Coxeter.
2.4.1. Le théorème de Vinberg.  Le but de e paragraphe est de rappeler l'énoné du théorème
de Vinberg dont on peut trouver une démonstration dans [Vin71℄ et dans [Ben04b℄.
Soit P un polyèdre projetif ; on note S l'ensemble des faes de odimension 1 de P , et on
suppose que P = p({x ∈ V \ {0} | αs(x) 6 0, s ∈ S}). En partiulier, pour toute fae s ∈ S et
pour tout élément x ∈ s, on a αs(x) = 0. On se donne pour haque fae s de odimension 1,
une réexion projetive σs = Id − αs ⊗ vs ave vs ∈ V et αs(vs) = 2 qui xe la fae s, et on
note Γ le groupe engendré par les réexions σs pour s ∈ S, et vts = −αs(vt).
Une étude loale autour des faes de odimension 2 montre que des onditions néessaires
pour que les γ(P ) pavent une partie de P+(V ) ('est à dire que les γ(P ) soient d'intérieur
disjoints) sont les suivantes :
∀s, t ∈ S, tels que odim(s ∩ t) = 2, on a :

1) vts > 0 et (vts = 0⇔ vst = 0)






ave mst > 2 entier
Le théorème de Vinberg arme que es onditions sont en fait susantes.
On va relâher légèrement la ondition (2) en la ondition (2') qui autorise les angles à
prendre toutes les valeurs dans ]0, pi
2
].
2')a) vstvts > 4 ou b) vstvts = 4 cos
2(θst)
ave θst ∈]0, pi2 ]
Dénition 2.4.  Un polyèdre projetif miroir est la donnée d'un polyèdre projetif P et,
pour haque fae s de P , d'une réexion σs = Id − αs ⊗ vs qui xe s, ave les onventions
suivantes : P = p({x ∈ V \ {0} | αs(x) 6 0, s ∈ S}), αs(vs) = 2 et les onditions (1) et (2'b)
sont vériées. On dit que l'angle dièdre entre deux faes s et t telles que odim(s ∩ t) = 2 est
θst ∈]0, pi2 ] si vstvts = 4 cos2(θst).
Remarque 2.5.  Il est important de noter que l'on exlut le as (2'a) de la dénition de
polyèdre projetif miroir. En eet, la seule dénition d'angle dièdre aeptable pour le as (2'a)
serait un angle nul, et e as ne nous intéresse pas.
Notations 2.6.  Soit P un polyèdre miroir, on désignera par la lettre S l'ensemble de ses
faes de odimension 1. On s'est donné pour haque s ∈ S une réexion σs = Id − αs ⊗ vs
telle que αs(vs) = 2 et P = p({x ∈ V \ {0} | αs(x) 6 0, s ∈ S}). Cette onvention de signe
détermine un unique ouple ([αs], [vs]) ∈ P+(V ∗)× P+(V ). On appellera le point [vs] la polaire
de la fae s. On fera bien attention au fait que le ouple (αs, vs) n'est pas unique. En eet, si
(αs, vs) onvient alors pour tout λ ∈ R∗+ le ouple (λ−1αs, λvs) onvient aussi. Enn, si s, t ∈ S
alors on notera µst la quantité vtsvst = αs(vt)αt(vs) qui est bien dénie indépendamment de λ.
Par dénition, si s et t sont deux faes de P telles que odim(s ∩ t) = 2 alors µst = 4 cos2(θst) ;
dans e as on notera mst =
pi
θst
. Ces notations et onventions seront utilisées tout au long de
e texte.
Dénition 2.7.  Soit P un polyèdre projetif miroir dont les angles dièdres sont des sous-
multiples de pi. Le système de Coxeter assoié à P est le système de Coxeter (S,M), où S est
l'ensemble des faes de odimension 1 de P et pour tous s, t ∈ S, on a Mst = mst si les faes s
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et t vérient odim(s ∩ t) = 2 et Mst =∞ sinon. On note WS le groupe de Coxeter assoié au
système (S,M).
Théorème 2.8 (Vinberg).  Soit P un polyèdre projetif miroir dont les angles dièdres sont
des sous-multiples de pi. Soient (S,M) le système de Coxeter assoié à P , WS le groupe de
Coxeter assoié et Γ le groupe engendré par les réexions projetives (σs)s∈S. Alors,
a) Les polyèdres γ(P )γ∈Γ pavent un onvexe Ω de P+(V ).
b) Le morphisme σ : WS → Γ déni par σ(s) = σs est un isomorphisme.
) Le groupe Γ est un sous-groupe disret de SL±(V ).
d) Le groupe Γ agit proprement sur Ω˚, l'intérieur de Ω.
e) L'ensemble Ω est ouvert si et seulement si pour tout sommet v de P , WSv est ni, où
Sv = {s ∈ S | v ⊂ s}.
Remarque 2.9.  Lorsque le graphe de Coxeter de WS est onnexe, que WS est inni et que
les vs engendrent V , alors Ω est proprement onvexe (Cela est démontré dans [Ben04b℄).
Remarque 2.10.  Le point e) du théorème de Vinberg et la lassiation des groupes de
Coxeter nis ([Bou℄) montrent que si Ω est ouvert et le polyèdre P est de dimension 3, alors
pour tout sommet v de P le groupe WSv est de type (2, 2, n) ave n > 2, ou (2, 3, 3), (2, 3, 4)
ou enore (2, 3, 5). En partiulier, tout sommet de P doit être de valene 3 pour obtenir un
onvexe divisible Ω.
2.4.2. Combinatoire d'un polyèdre de P
+(R4).  On se restreint désormais à la dimension 3
et on appellera une fae de odimension 1 (resp. 2, resp. 3) une fae (resp. une arête, resp. un
sommet). Certaines propriétés ombinatoires des polyèdres seront essentielles, nous allons don
donner quelques dénitions.
A tout polyèdre P , on assoie un graphe GP planaire et 3-onnexe (i.e GP a plus de quatre
sommets et GP privé de 2 sommets quelonques non adjaents est enore onnexe) dont les
sommets sont les sommets de P et les arêtes les arêtes de P .
Dénition 2.11.  Soient P un polyèdre et G un graphe, on dira que P réalise G lorsque G
et GP sont des graphes planaires isomorphes.
Remarque 2.12.  En fait, on peut montrer qu'un graphe est réalisé par un polyèdre si et
seulement s'il est planaire et 3-onnexe (Théorème de Steinitz, voir le livre [RG96℄). De plus,
le plongement d'un tel graphe dans le plan est unique à isotopie et réexion près.
Ce qui nous intéresse, 'est de réaliser des polyèdres ave des angles dièdres presrits ; on en
vient don à la dénition suivante :
Dénition 2.13.  Un graphe étiqueté est la donnée d'un graphe de valene 3, planaire et
3-onnexe G et pour haque arête e de G d'un réel θe ∈]0, pi2 ].
Remarque 2.14.  Un graphe étiqueté G est en partiulier un graphe planaire et 3-onnexe,
la notion de fae de G est don bien dénie.
Notations 2.15.  Soit G un graphe étiqueté, si e est une arête de G, on désignera par θe
l'angle assoié. De plus, on désignera par µe le réel 4 cos
2(θe) ; et si θe =
pi
m
, où m est un entier
supérieur ou égale à 2, on dira que l'arête est d'ordre m. De plus, si s et t désignent deux faes
de G qui partagent une arête alors ette arête sera notée st, et θst désigne alors l'angle qu'elle
porte.
Dénition 2.16.  Un graphe étiqueté (resp. polyèdre miroir) est dit marqué lorsqu'une
numérotation de ses faes a été hoisie.
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Dénition 2.17.  Soient G un graphe étiqueté marqué, et P un polyèdre miroir marqué ;
on dit que P réalise G lorsque le polyèdre sous-jaent à P réalise le graphe sous-jaent à G via
une identiation qui respete leur marquage et que les angles dièdres du polyèdre projetif
miroir P orrespondent aux étiquettes de G.
Remarque 2.18.  Pour alléger la rédation, on supposera impliitement tout au long de e
texte que tous les graphes étiquetés et tous les polyèdres projetifs miroirs sont marqués.
Dénition 2.19.  Soit G un graphe planaire et 3-onnexe, un k-iruit orienté (resp. k-
iruit) Γ de G est une suite (f1, e1, f2, e2, ..., fk, ek) dénie à permutation irulaire près (resp.
à permutation irulaire près et à sens de parours près) telle que :

les fi sont des faes distintes de G,
les ei sont des arêtes de G,
∀i = 1...k, fi ∩ fi+1 = ei, où fk+1 = f1.
De plus, si toutes les extrémités des arêtes de Γ sont distintes, alors on dit que Γ est
prismatique.
Remarque 2.20.  On voit aisément que si G est un graphe planaire, 3-onnexe et de valene
3 alors les trois arêtes de tout 3-iruit non prismatique ont un sommet en ommun.
Dénition 2.21.  Soient G un graphe étiqueté et Γ un k-iruit de G, on note (θi)i=1...k les




On dira que Γ est


sans angle droit si les θi sont tous diérents de
pi
2
pour i = 1...k,
ave angle droit si l'un au moins des θi est égal à
pi
2
pour i = 1...k,
sphérique lorsque Σ > (k − 2)pi,
ane lorsque Σ = (k − 2)pi,
hyperbolique lorsque Σ < (k − 2)pi.
2.4.3. Le théorème d'Andreev.  L'étude des polyèdres hyperboliques et des polyèdres proje-
tifs miroirs fait apparaître une famille de graphes étiquetés qui néessite un traitement à part.








Figure 1. Prisme exeptionnel, ave α, β, γ ∈]0, pi2 ]
Théorème 2.22 (Andreev).  Soit G un graphe étiqueté qui n'est pas le graphe d'un tétra-
èdre. Alors, il existe un polyèdre ompat hyperbolique P qui réalise G si et seulement si les
quatre onditions suivantes sont vériées :
 Tout 3-iruit non prismatique de G est sphérique.
 Tout 3-iruit prismatique de G est hyperbolique.
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 Tout 4-iruit prismatique de G est hyperbolique.
 G n'est pas un prisme exeptionnel.
De plus, e polyèdre est unique à isométrie près.
On peut trouver une démonstration du théorème d'Andreev dans [And70℄ ou [RHD07℄. On
va s'intéresser à présent à un analogue projetif de e résultat.
2.4.4. Espae des modules d'un polyèdre projetif miroir.  Soit G un graphe étiqueté marqué ;
on introduit l'espae suivant :
YG = {P polyèdre projetif miroir marqué tel que P réalise G}.
Le groupe SL±4 (R) agit naturellement sur YG. On souhaite omprendre l'espae quotient XG =
YG/SL±4 (R) que l'on appelle espae des modules des polyèdres projetifs miroirs marqués qui réalisent G.
3. Présentation des résultats
Dans e texte, on s'intéresse exlusivement à une lasse très partiulière de polyèdres, que
nous allons dénir et étudier dans toute la partie 3.1 ; on appellera es polyèdres les éimaèdres.
3.1. Les éimaèdres ombinatoires.  Soient un graphe planaire 3-onnexe G de valene
3 et un sommet v de G ; on dénit un nouveau graphe G′ planaire 3-onnexe de valene 3 où le
sommet v a été remplaé par un triangle dont les sommets appartiennent aux arêtes issues de
v, omme sur la gure 2. Cette opération sera appelée l'éimage du graphe G au sommet v.
Figure 2. Éimage
Dénition 3.1.  Un graphe G est un éimaèdre ombinatoire lorsqu'on peut l'obtenir à par-
tir du graphe du tétraèdre ombinatoire (i.e le graphe omplet à 4 sommets) et d'un nombre ni
d'éimages. Un polyèdre P est un éimaèdre si son graphe GP est un éimaèdre ombinatoire.
Dénition 3.2.  Soient G1 (resp. G2) un polyèdre ombinatoire qui possède une fae trian-
gulaire T1 (resp. T2) et une identiation φ de T1 et T2 (qui renverse l'orientation). Le polyèdre
ombinatoire G obtenu en reollant les polyèdres ombinatoires G1 et G2 le long des faes tri-
angulaires T1 et T2 via l'identiation φ est le polyèdre ombinatoire obtenu par le proédé
suivant :
1. On identie les arêtes et les sommets de T1 (resp. T2) via φ, on obtient ainsi un triangle
T inlus dans G.
2. On retire l'intérieur des arêtes du triangle T . Ainsi les 3 sommets v1, v2, v3 de T deviennent
de valene 2.
3. Pour i = 1, .., 3, on note ei et fi les arêtes inidentes en vi et on fusionne es deux arêtes
en une seule arête en oubliant le sommet vi.
On obtient ainsi un graphe G planaire, 3-onnexe et de valene 3.
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Figure 3. Graphes de T0, T1, T2, T3 et T4
Nous allons déomposer les éimaèdres ombinatoires en blos fondamentaux. Il s'agit des
éimaèdres (Ti)i=0,...,4. L'éimaèdre Ti est obtenu en éimant le tétraèdre ombinatoire T0 en i
sommets distints. Leurs graphes sont représentés par la gure 3.
Proposition 3.3.  Tout éimaèdre ombinatoire est obtenu en reollant un nombre ni de
blos fondamentaux le long de faes triangulaires. Inversement tout polyèdre ombinatoire qui est
obtenu omme reollement de blos fondamentaux le long de faes triangulaires est un éimaèdre
ombinatoire.
Démonstration.  Les deux diretions se montrent par réurrene.
Commençons par montrer que tout éimaèdre ombinatoire G est obtenu en reollant un
nombre ni de blos fondamentaux le long de faes triangulaires, par réurrene sur le nombre
d'éimage subis par G.
L'initialisation de la réurrene est évidente. À présent, si G a subi n éimages alors il est
obtenu en éimant un sommet v d'un éimaèdre H qui est par hypothèse de réurrene obtenu
en reollant des blos fondamentaux (Bi)i∈I en nombre ni. Le sommet v appartient don à
un blo fondamental Bi0 . Distinguons deux as, ou bien le sommet v de Bi0 est un sommet du
tétraèdre sous-jaent à Bi0 ou bien il est sur fae provenant de l'éimage.
Si le sommet v est un sommet du tétraèdre sous-jaent à Bi0 alors l'éimaèdre obtenu en
éimant Bi0 au sommet v est enore un blo fondamental, par onséquent G est obtenue en
reollant un nombre ni de blos fondamentaux le long de faes triangulaires.
Si le sommet v est sur une fae de Bi0 venant de l'éimage alors v est sur une fae tri-
angulaire s de Bi0 . Dans e as, G est obtenu en reollant l'une des deux faes triangulaires
du blo fondamental T2 ave la fae s de H. Ainsi, G est obtenu en reollant un nombre ni
de blos fondamentaux le long de faes triangulaires. Ce qui onlut la première partie de la
démonstration.
Montrons à présent que tout polyèdre ombinatoire qui est obtenu omme reollement de
blos fondamentaux le long de faes triangulaires est un éimaèdre, par réurrene sur le nombre
de blos fondamentaux du reollement.
L'initialisation de la réurrene est enore évidente. À présent, si le polyèdre ombinatoire G
est obtenu en reollant n blos fondamentaux le long de faes triangulaires, alors par hypothèse
de réurrene G est obtenu en reollant un éimaèdre H et un blo fondamental le long d'une
fae triangulaire s. Par onséquent, le polyèdre G est obtenu en éimant la fae s en 1,2 ou 3
sommets. C'est don un éimaèdre.
On a d'abord besoin de quelques dénitions purement ombinatoire.
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Dénition 3.4.  Soient G un graphe planaire et 3-onnexe et Γ un 3-iruit orienté de G.
La oupe droite (resp. gauhe) de G le long de Γ est le graphe GdΓ (resp. GgΓ) obtenu en retirant
tous les sommets et les arêtes de G à gauhe (resp. droite) de Γ et en ajoutant un triangle dont








Figure 4. Coupe d'un graphe étiqueté
Dénition 3.5.  Soit G un éimaèdre, on dit qu'un 3-iruit prismatique est ombinatoire-
ment essentiel lorsqu'il ne fait pas le tour d'une fae triangulaire.
Proposition 3.6.  Si un éimaèdre G est obtenu en reollant des blos fondamentaux (qui
ne sont pas des prismes triangulaires) le long de faes triangulaires, alors, les 3-iruits ombi-
natoirement essentiels de G sont exatement les triangles le long desquels se reollent les blos
fondamentaux.
Démonstration.  En eet, tous les triangles le long desquels se reollent les blos fonda-
mentaux orrespondent naturellement à un 3-iruit prismatique ombinatoirement essentiel.
Enn, il faut montrer par réurrene (de façon analogue à la proposition 3.3) que tout 3-iruit
prismatique ombinatoirement essentiel orrespond à un triangle. On ne fait que la propriété
d'hérédité, l'initialisation étant évidente. Soit Γ un 3-iruit prismatique ombinatoirement es-
sentiel d'un éimaèdre G. On suppose que G est obtenu en reollant un éimaèdre H et un blo
fondamental B (qui n'est pas T1) le long d'une fae triangulaire. Si Γ est inlus dans H ou B
alors l'hypothèse de réurrene onlut ette remarque. Sinon Γ possède une fae f1 (resp. f3)
qui est une fae de H (resp. B) et qui n'est pas une fae de B (resp. H). Mais les faes f1 et f3
ne peuvent s'interseter le long d'une arête, e qui est absurde (le 3-iruit Γ possède une fae
f2 qui est une fae de H et B, et qui est une fae du triangle de reollement de H et B).
Remarque 3.7.  Comme tout éimaèdre est obtenu en reollant des blos fondamentaux le
long de faes triangulaires, il est faile de voir que tout 3-iruit non prismatique de G est inlus
dans un et un seul des blos fondamentaux qui déomposent G. La proposition 3.6 montre que
tout 3-iruit prismatique non ombinatoirement essentiel de G est inlus dans un ou deux
blos fondamentaux qui déomposent G, et s'il est inlus dans 2 alors l'un d'eux est un prisme
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triangulaire. Enn, la proposition 3.6 montre que tout 3-iruit prismatique ombinatoirement
essentiel de G est inlus dans exatement deux blos fondamentaux. Par onséquent, l'ensemble
des 3-iruits de G peut être réalisé omme un ensemble de ourbes simples, ontinues, tranverses
aux arêtes de G et disjointes. Nous allons déouper G le long de es ourbes.
On a des dénitions analogues pour les graphes étiquetés.
Dénition 3.8.  Soient G un graphe étiqueté et Γ un 3-iruit orienté de G ; on dénit la
oupe droite (resp. gauhe) de G le long de Γ, omme le graphe étiqueté GdΓ (resp. GgΓ) dont le
graphe sous-jaent est la oupe droite (resp. gauhe) du graphe sous-jaent à G, et on étiquette
les nouvelles arêtes de GdΓ (resp. GgΓ) par des 2 et les aniennes gardent leurs étiquettes. (Voir
gure 4.)
Remarque 3.9.  Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur le 3-iruit Γ, on allégera les notations
GdΓ et GgΓ en notant GdΓ = Gd et GgΓ = Gg.
Dénition 3.10.  Soit G un éimaèdre étiqueté, on dit qu'un 3-iruit prismatique est es-
sentiel lorsqu'il ne fait pas le tour d'une fae triangulaire dont toutes les arêtes sont d'ordre
2.
Dénition 3.11.  Un blo fondamental étiqueté est un graphe étiqueté et dont le graphe
sous-jaent est un blo fondamental ombinatoire, et les faes triangulaires issues de l'éimage
ne possèdent que des arêtes d'ordre 2.
Remarque 3.12.  Il faut bien faire attention aux blos fondamentaux qui sont des prismes
triangulaires. En eet, es derniers possèdent deux faes triangulaires mais une seule de es
deux faes provient de l'éimage. Par onséquent, les blos fondamentaux qui sont des prismes
triangulaires ne possèdent a priori qu'une seule fae triangulaire qui porte uniquement des
arêtes d'ordre 2.
Tout ela permet d'assoier à tout éimaèdre G, un arbre AG qui  mémorise  les éimages
eetués. Cet arbre permet de oder une partie de la ombinatoire de G.
Nous allons déouper G le long de es 3-iruits prismatiques. Pour ela, on se donne une
famille (Γj)j∈J de 3-iruits orientés de G où haque 3-iruit est représenté exatement une
fois. La proposition 3.6 et la remarque 3.7 montrent que si l'on déoupe G le long d'un 3-iruit
prismatique Γi0 de G alors les 3-iruits (Γi)i6=i0 sont des 3-iruits de GdΓ ou bien de GgΓ. On
déoupe G le long de tous les 3-iruits (Γj)j∈J qui sont prismatiques. Les éimaèdres obtenus
par e déoupage ne possèdent plus auun 3-iruit prismatique essentiel. Par onséquent, la
proposition 3.6 et la remarque 3.7 montrent que e sont des blos fondamentaux étiquetés.
Dénition 3.13.  Soit G un éimaèdre ombinatoire, notons (Γj)j∈J la famille omplète des
3-iruits orientés de G. L'arbre assoié à G sera noté AG et il est déni de la façon suivante :
les sommets de AG sont d'une part les sommets de G, d'autre part les blos fondamentaux
(Bi)i=1...n+1 résultant du déoupage de G le long des 3-iruits prismatiques de la famille (Γj)j∈J .
Deux sommets de AG qui sont des blos fondamentaux Bi et Bk de AG sont reliés par une arête
lorsque Bi et Bk partagent un 3-iruit de (Γj)j∈J . Un sommet v de G est relié à un blo
fondamental lorsque v appartient à e blo.
On représentera les arêtes extrémales de AG en pointillés, ar elles sont en bijetion ave
les sommets de G, alors que les arêtes non extrémales sont en bijetion ave les 3-iruits
prismatiques de G. De plus, les arêtes extrémales du sous-arbre en trait plein sont en bijetion
ave les 3-iruits prismatiques non ombinatoirement essentiels.
On a représenté les arbres ATi pour i = 1, ..., 4 à l'aide de la gure 5.
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Figure 5. Les arbres AT0 , AT1 , AT2 , AT3 et AT4 .
Remarque 3.14.  L'appliation G 7→ AG n'est pas injetive. En revanhe, on vérie faile-
ment que l'image de ette appliation est l'ensemble des arbres dont les sommets non extrémaux
sont de valene 4.
Nous allons montrer que l'on peut onstruire tous les éimaèdres miroirs dont le graphe
sous-jaent n'est pas elui d'un tétraèdre en reollant  des blos fondamentaux miroirs .
3.2. Enoné du résultat.  Pour énoner le résultat, on a besoin d'introduire plusieurs
quantités assoiées à G. Nous allons aluler la dimension attendue de XG de façon heuristique.
Rappelons que lorsque deux faes adjaentes s et t partagent une arête s ∩ t qui porte
l'étiquette µst alors (dénition 2.4 et notations 2.6) :
 On a vts = −αs(vt) > 0.
 Si l'arête s ∩ t est d'ordre 2 alors les deux équations suivantes doivent être vériés :
vts = vst = 0.
 Si l'arête s ∩ t n'est pas d'ordre 2 alors une seule équation doit être vériée : vstvts = µst.
On peut voir XG de la façon suivante : soient S l'ensemble des faes de G et f le ardinal de
S.
1. Nombre d'inonnues : ([αs], [vs])s∈S ∈ (P+((R4)∗)×P+(R4))S est une variété de dimension
6f .
2. Nombre d'équations : on a e + e2 équations, où e est le nombre d'arêtes de G et e2 le
nombre d'arêtes d'ordre 2.
3. Modulo SL±4 (R) qui agit librement et proprement sur YG et dim(SL
±
4 (R)) = 15.




e sommets. La relation d'Euler montre que f = 6+e
3
, il vient don d(G) = (e− e2)− 3 =
e+ − 3, où e+ = e − e2 est le nombre d'arêtes de G d'ordre diérent de 2. Il est intéressant de
noter que e alul heuristique ne suppose pas que G est un éimaèdre.
Dénition 3.15.  Soit G un éimaèdre étiqueté, on dénit les quantités suivantes :
 d(G) = e+ − 3.
 n(G) est le nombre de 3-iruits anes ou sphériques, prismatiques, sans angle droit de G.
 m(G) est le nombre de 3-iruits anes ou sphériques, prismatiques, ave angle droit de
G.
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Théorème 3.16.  Soit G un éimaèdre étiqueté marqué. Alors,
1) Si m(G) = 0 et d(G) > 0 alors XG est diéomorphe à κ(G) opies de Rd(G),
et G n'est pas un prisme où κ(G) est un entier pair ou égal à 1,
exeptionnel qui vérie 1 6 κ(G) 6 2n(G).
2) Si m(G) = 0 et d(G) < 0 alors on a deux as :
a) Le graphe sous-jaent à G est un tétraèdre
ombinatoire et XG est un singleton.
b) G = Gα,β,pi
2
pour un ertain ouple (α, β)
ave α + β < pi
2
et XG = ∅.
3) Si m(G) > 0 alors on a deux as




alors XG est un singleton
et m(G) = 1.
b) sinon (en partiulier si G = Gα,β,pi
2
ave α + β > pi
2
) alors XG = ∅.
4) Si G = Gα,β,γ est un prisme alors on a 3 as
a) si α + β + γ < pi alors XG = ∅.
exeptionnel ave b) si α + β + γ = pi alors XG est un singleton.
0 < α, β, γ < pi
2
) si α + β + γ > pi alors Card(XG) = 2.
Remarque 3.17.  Il faut bien remarquer que les points 1, 2, 3, et 4 sont disjoints. La seule
diulté est de voir que le as 4) est disjoint des trois autres. Mais dans le as 4, on a m(G) = 0,
d(G) = 0 et G est un prisme exeptionnel.
Corollaire 3.18.  Soit G un éimaèdre étiqueté marqué : alors XG est une variété qui pos-
sède un nombre ni de omposantes onnexes, toutes les omposantes onnexes de XG sont
homéomorphes à des boules et elles ont toutes la même dimension.
Enn, l'espae XG est vide si et seulement si on est dans l'un des as suivants :
1. XG est un prisme exeptionnel dont l'unique 3-iruit prismatique est hyperbolique.
2. m(G) > 1 et G n'est pas un prisme exeptionnel dont l'unique 3-iruit prismatique est
ane ave angle droit.
Démonstration.  En eet, si m(G) = 0 alors les as 1), 2) et 4) du théorème 3.16 montrent
que XG = ∅ si et seulement si G est un prisme exeptionnel dont l'unique 3-iruit prismatique
est hyperbolique. Si m(G) > 1 alors 'est le as 3) du théorème 3.16 qui onlut.
Corollaire 3.19.  Si G est un éimaèdre étiqueté qui vérie les onditions du théorème d'An-
dreev alors XG est diéomorphe à Rd(G).
Démonstration.  Il est lair que m(G) = n(G) = 0 et que G n'est pas un prisme exeptionnel,
il reste don à vérier que d(G) > 0, pour appliquer le point 1). Il faut noter que G n'est pas un
tétraèdre puisqu'il vérie les hypothèses du théorème d'Andreev. Le plus simple est de distin-
guer deux as : G est un prisme (dont le iruit prismatique est néessairement hyperbolique)
ou bien G n'est ni un tétraèdre, ni un prisme.
Dans le premier as, il est faile de voir que tout prisme non exeptionnel qui vérie que
m(G) = 0 possède au moins 3 arêtes qui ne sont pas d'ordre 2. Par suite, d(G) > 0.
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Si G est un éimaèdre qui n'est ni un tétraèdre, ni un prisme alors G possède au moins
deux 3-iruits prismatiques. Comme G vérie les hypothèses du théorème d'Andreev, tout 3-
iruit prismatique de G est hyperbolique et possède don au plus une seule arête d'ordre 2.
L'éimaèdre étiqueté G possède don au moins 3 arêtes d'ordre diérent de 2 (la 3-onnexité
de G entraîne que deux 3-iruits distints de G ont au plus une arête en ommun). Par suite,
d(G) > 0.
Remarque 3.20.  L'hypothèse d'ordonnabilité de Choi est plus forte dans le as où le graphe
G est trivalent que l'hypothèse de et artile selon laquelle G est un éimaèdre. Nous avons
supposé que les graphes étiquetés étaient des graphes de valene 3, et dans e as, on peut
montrer que, si G est un graphe étiqueté ordonnable, alors le graphe sous-jaent à G est un
éimaèdre ombinatoire. Mais il existe des graphes planaires et 3-onnexes de valene supérieure
à 3 qui sont ordonnables (s'ils sont étiquetés orretement). Il faut noter que pour onstruire un
onvexe divisible via la méthode de Vinberg, une ondition néessaire (voir la remarque 2.10)
est que le polyèdre de départ soit de valene 3.
Remarque 3.21.  Pour aluler κ(G) nous allons retirer ertaines arêtes de l'arbre AG et
on obtient une forêt que l'on notera FG. Puis on introduira la notion d'orientation partielle et
d'orientation partielle admissible de la forêt FG (voir partie 4.4). Enn on démontrera que κ(G)
est le nombre d'orientations partielles admissibles de la forêt FG (voir le théorème 4.42).
Remarque 3.22.  Nous énonerons à la n de e texte le théorème 4.42 qui préise la partie
1) du théorème 3.16 en donnant une paramétrisation expliite de XG.
Nous allons ommener par les points 2) et 3) qui sont beauoup plus failes à montrer. Puis
on attaquera la démonstration des points 1) et 4).
3.3. Démonstration des points 2 et 3. 
Lemme 3.23.  Soit P un polyèdre miroir, soient s et t deux faes distintes quelonques de
P ; alors vts = −αs(vt) > 0 et vts = −αs(vt) = 0 si et seulement si s et t partagent une arête
d'ordre 2.
Démonstration.  Si s et t sont adjaentes alors les onditions 1)-2'b) (dénition 2.4 et no-
tations 2.6) entraînent le lemme. À présent, soient s et t deux faes non adjaentes de P ,
et r1, ..., rk les faes de P adjaentes à t. Comme P est un polyèdre proprement onvexe,
son dual dans P
+(R4)∗ est aussi un polyèdre proprement onvexe dont les sommets sont les
faes de P . Par onséquent, le segment qui relie [−αs] à [−αt] traverse l'enveloppe onvexe des
([−αri ])i=1,...,k dans P+(R4)∗. Par onséquent, −αs peut s'érire omme une ombinaison linéaire
à oeients positifs des (−αri)i=1,...,k et de αt dont le oeient assoié à αt est stritement
positif. Les inégalités −αri(vt) > 0 pour i = 1...k et l'égalité αt(vt) = 2 entraînent l'inégalité
−αs(vt) > 0.
Remarque 3.24.  Rappelons que pour tout polyèdre projetif miroir P , pour toute fae s
de P , la polaire [vs] de s n'appartient pas à P puisque −αs(vs) < 0. Le lemme 3.23 montre que
tout segment projetif issu de [vs] et renontrant P , renontre en premier la fae s.
Le lemme suivant démontre le point 3) et un résultat sur les 3-iruits anes ou sphériques,
prismatiques qui sera utile à plusieurs reprises.
Lemme 3.25.  Soit G un graphe étiqueté tel que XG 6= ∅, alors tout 3-iruit Γ ane ou





pour un ertain α ∈]0, pi
2
[ et XG est un singleton.
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Démonstration.  Soient P un polyèdre miroir qui réalise G et Γ un 3-iruit orienté prisma-
tique ave angle droit, ane ou sphérique.
Commençons par numéroter de 1 à 3 les faes qui forment Γ de telle sorte que l'arête adjaente
aux faes 1 et 2 soit d'ordre 2. Le 3-iruit Γ est prismatique don il existe une fae à gauhe
de Γ et une à droite de Γ qu'on numérote 4 et 5. On peut supposer que l'on a la onguration
suivante dans une base (ej)j=1...4 de R
4
: αi = −e∗i pour i = 1...4. On souhaite avoir une forme
simple pour la forme linéaire α5, on va montrer que l'on peut supposer que α5 = −e∗1−e∗2−e∗3+e∗4.
Le stabilisateur des ([αi])i=1...4 est le groupe des matries diagonales à diagonales stritement
positives dans la base (ej)j=1...4 de R
4
. La forme linéaire α5 se déompose dans la base duale
de la base (ej)j=1...4. Il sut de vérier que les signes des oeients de ette déomposition
sont les bons. Le polyèdre dual de P est un polyèdre onvexe dont les sommets sont les faes
de P , par onséquent le segment reliant [−α4] à [−α5] dans P+(R4) traverse le triangle dont les
sommets sont les points [−α1], [−α2] et [−α3]. Par onséquent, α5 est une ombinaison linéaire à
oeients positifs de −α1, −α2, −α3 et α4. On peut don supposer que α5 = −e∗1−e∗2−e∗3+e∗4.






 −2 0 v13 v140 −2 v23 v24
v31 v32 −2 v34


On rappelle que si les faes i et j sont adjaentes alors vijvji = µij = 4 cos
2(θij) (dénition 2.4
et notations 2.6). Le lemme 3.23 arme que vij > 0 pour i 6= j et que les inégalités suivantes
doivent être vériées :

−α5(v1) > 0 'est-à-dire v13 > 2 + v14,
−α5(v2) > 0 'est-à-dire v23 > 2 + v24,
−α5(v3) > 0 'est-à-dire µ13v13 +
µ23
v23
> 2 + v34.
Don v13 > 2 et v23 > 2 et ainsi, µ13+µ23 > 4 et don θ13+ θ23 6
pi
2




est ane ou sphérique) don θ13+θ23 =
pi
2
, et µ13+µ23 = 4. Il vient nalement que v13 = v23 = 2,






, puis v14 = v24 = v34 = 0, et enn α5(v1) = α5(v2) = α5(v3) = 0.
Les faes 4 et 5 sont don adjaentes aux faes 1, 2 et 3, d'après le lemme 3.23.











[ et le polyèdre Q est lairement unique puisque les oordonnées des
veteurs (vi)i=1...5 ont été alulées expliitement.
Cela montre aussi que si XG est non vide alors tout 3-iruit prismatique ane ou sphérique
ave angle droit est ane. Par onséquent, le polyèdre Q est le polyèdre P lui-même. En
eet, si P possédait d'autres faes, alors omme P est un éimaèdre, P posséderait un 3-
iruit prismatique sphérique ave angle droit provenant d'un des six 3-iruits non prismatiques
sphériques de Q.
Maintenant que le point 3) est aquis, on peut montrer le point 2).
Démonstration du point 2.  On a par hypothèse m(G) = 0 (i.e. tout 3-iruit prismatique
ave angle droit de G est hyperbolique). Par onséquent, auun 3-iruit prismatique de G ne
possède deux angles droits. Mais on a aussi supposé que d(G) < 0, par onséquent e+ 6 2.
Comme dans un graphe 3-onnexe deux 3-iruits distints ont au plus une arête en ommun,
l'éimaèdre étiqueté G ontient au plus un 3-iruit prismatique.
Les seuls éimaèdres qui possèdent au plus un 3-iruit prismatique sont le tétraèdre ombi-
natoire et le prisme triangulaire ombinatoire.
Commençons par le as où le graphe sous-jaent à G est un prisme triangulaire ombinatoire.
On a supposé que d(G) < 0 don G possède au moins 7 arêtes d'ordre 2, et omme G n'a pas de
3-iruit ane ou sphérique, prismatique, ave angle droit (m(G) = 0), G possède exatement
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7 arêtes d'ordre 2, et G = Gα,β,pi
2
pour un ertain ouple (α, β) ∈]0, pi
2
[2 tels que α + β < pi
2
. On
reprend le alul de la démonstration du lemme 3.25.
On rappelle que dans la démonstration du lemme 3.25, on a en partiulier alulé l'espae
des modules d'un prisme exeptionnel dont l'unique 3-iruit prismatique est à angle droit et
ane ou sphérique. À présent, on doit aluler l'espae des modules d'un prisme exeptionnel
dont l'unique 3-iruit prismatique est à angle droit et hyperbolique.
On reprend les mêmes notations pour les faes et on suppose toujours que 'est l'arête parta-
gée par les faes 1 et 2 qui est d'ordre 2. On obtient les oordonnées suivantes pour les formes
linéaires (αi)i=1,...,5 et les veteurs (vi)i=1,...,5.
αi = −e∗i , i = 1, ..., 4






 −2 0 v13 00 −2 v23 0
v31 v32 −2 0


La fae numérotée 5 de G ne ontient que des arêtes d'ordre 2 par onséquent on a :

−α5(v1) = 0 'est-à-dire v13 = 2,
−α5(v2) = 0 'est-à-dire v23 = 2,









= 2, il vient que µ13 + µ23 = 4. Ce qui est absurde puisque par
hypothèse θ23 + θ31 <
pi
2
et don µ13 + µ23 > 4. Par onséquent XG = ∅.
Il reste le as où le graphe sous-jaent à G est un tétraèdre ombinatoire. La démonstration
de e point sera faite au paragraphe 4.7.1, proposition 4.29, où l'on alule l'espae des modules
d'un tétraèdre étiqueté marqué quelonque.
4. Démonstration des résultats
4.1. Plan de la démonstration des points 1) et 4).  À partir de maintenant tous les
graphes étiquetés que l'on onsidère n'ont auun 3-iruit ane ou sphérique, prismatique, ave
angle droit, autrement dit ils vérient m(G) = 0.
La démonstration se déroule en 6 étapes :
1. Comme les 3-iruits vont jouer un rle essentiel dans la ompréhension des polyèdres
miroirs, on va ommener par s'intéresser aux triangles miroirs. Dans la partie 4.2 on
introduit l'invariant R qui paramètre l'espae des modules d'un triangle ombinatoire
étiqueté.
2. L'idée pour omprendre l'espae XG est de déouper les polyèdres miroirs qui réalisent G
le long de leurs 3-iruits prismatiques essentiels. On obtient ainsi des polyèdres miroirs
qui réalisent des blos fondamentaux. Les démonstrations des lemmes néessaires à la
onstrution des blos fondamentaux et des plans pour déouper P font l'objet de la
partie 4.3.
3. Une bonne méthode pour omprendre les omposantes onnexes de XG est de parler
d'orientation partielle admissible de la forêt FG qui est une sous-forêt de l'arbre AG. Nous
donnerons les dénitions de tout ela dans la partie 4.4.
4. Pour que la bijetion entre les omposantes onnexes de XG et les orientations partielles
admissibles de FG soit la plus simple possible, il faut introduire un outil tehnique : les
systèmes puits-soure de 3-iruits de G. Cela sera fait dans la partie 4.5.
5. Il faut ensuite omprendre XG pour les blos fondamentaux et les prismes exeptionnels
sans angle droit, e qui est fait dans la partie 4.7.
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6. Enn, une fois que l'on a déoupé P en blos fondamentaux, il faut omprendre omment
on peut les reoller, 'est la partie 4.8.
4.2. Les triangles miroirs. 
Dénition 4.1.  On appellera triangle ombinatoire le graphe omplet à 3 sommets. Un
triangle étiqueté est la donnée d'un triangle ombinatoire T et pour haque sommet s de T
d'un réel θ ∈]0, pi
2
]. Un triangle ombinatoire est dit marqué lorsque l'on a numéroté ses arêtes
de 1 à 3. On a une dénition analogue à elle des paragraphes préédents de triangle ave
angle droit, sans angle droit, ane, sphérique, hyperbolique, projetif, miroir, marqué et aussi
d'espae des modules de triangles miroirs marqués.
Remarque 4.2.  Le marquage de T fournit une orientation naturelle de T .
Proposition 4.3.  Soient T un triangle étiqueté marqué, et XT l'espae des modules assoié.
 Si T ne possède auun sommet d'ordre 2 alors XT est diéomorphe à R. De plus, si l'on
numérote les arêtes du triangle projetif miroir T via le marquage de T , alors l'appliation :





est un diéomorphisme de XT sur R.
 Si T possède un sommet d'ordre 2 alors XT est un singleton.
Démonstration.  On ne démontre que le as où tous les sommets sont d'ordre diérent de
2, l'autre as se démontre par un alul analogue. Numérotons les faes du triangle étiqueté
T de 1 à 3, et notons (ei)i=1...3 la base anonique de R3. On peut supposer que αi = −e∗i .
Le stabilisateur des lasses projetives [α1], [α2], [α3] dans SL
±
3 (R) est l'ensemble des matries
diagonales, on peut don supposer que dans la base (ei)i=1...3, le veteur v1 = (−2,√µ12,√µ13).
Le stabilisateur de [α1], [α2], [α3] et [v1] est réduit à l'identité.
On note enore pour tout i, j = 1, ..., 3, vij = −αj(vi), on rappelle que pour tout i, j = 1, ..., 3,
les équations suivantes doit être vériées vijvji = µij (Dénition 2.4 et notations 2.6)



















= −2 log(x) est un diéomorphisme
de XT sur R.
Soit T un triangle étiqueté marqué, les quantités suivantes vont se révéler ruiales dans la
suite. On note Σ = µ12 + µ23 + µ31, p =
√
µ12µ23µ31. Lorsque T est sphérique (et sans angle





> 0. Il n'est pas lair
que la quantité rT est bien dénie mais on le montrera dans la démonstration du lemme 4.4.
Lemme 4.4.  Soient un triangle étiqueté marqué T ave au plus un angle droit et un triangle
miroir marqué T qui réalise T . On note B une base de R3 dont l'orientation est opposée à elle
de la base antéduale du triplet (α1, α2, α3).
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1)Si T est hyperbolique alors detB(v1, v2, v3) > 0
ane sans angle droit et RT 6= 0
sphérique sans angle droit et |RT | > rT
2) Si T est ane ave angle droit alors detB(v1, v2, v3) = 0.
ane sans angle droit et RT = 0
sphérique sans angle droit et |RT | = rT
3) Si T est sphérique sans angle droit et |RT | < rT alors detB(v1, v2, v3) < 0.
sphérique ave angle droit
Remarque 4.5.  On rappelle que les ouples (αi, vi)i=1,...,3 sont bien dénis à une onstante
multipliative stritement positive près (notations 2.6). Par onséquent, la valeur de la quantité
detB(v1, v2, v3) n'a pas de sens, mais son signe et sa nullité ont un sens.
Démonstration.  Notons (ei)i=1...3 la base anonique de R
3
. On peut supposer que αi = −e∗i .
La base anonique de R
3
possède bien une orientation opposée à elle de la base antéduale du
triplet (α1, α2, α3). Commençons par le as où Γ est ave angle droit. On suppose que 'est
l'angle entre l'arête 1 et l'arête 2 qui est égal à
pi
2
. On obtient failement (après multipliation















Par onséquent, D = det(v1, v2, v3) = 2(µ23 + µ13 − 4) = 8(cos2(θ23) + cos2(θ31) − 1). Par
onséquent, D > 0 si θ23 + θ31 <
pi
2
, nul si θ23 + θ31 =
pi
2




On suppose à présent T sans angle droit et on pose D = det(v1, v2, v3). Le lemme 4.3 montre
(après multipliation par une matrie diagonale positive qui xe don les lasses projetives de























2 + 2(Σ− 4). On pose P (x) = px2 − 2(4− Σ)x + p ;




2 ). Si ∆ est le disriminant de P , on a ∆ = 4(4 − Σ − p)(4 − Σ + p).
Commençons par remarquer que omme p > 0, si les raines de P sont réelles alors elles sont
toutes les deux du signe de 4− Σ. Ensuite, un peu de trigonométrie montre que





















On remarque que omme les angles θij sont aigus le produit des 3 derniers membres est
stritement positif.
On distingue don 3 as :
1. Si T est sphérique, alors 4−Σ− p > 0, par suite ∆ > 0 et 4−Σ > 0. Les raines uT , u−1T
de P sont don réelles, stritement positives et inverses l'une de l'autre. On peut supposer
que uT > 1 et en remarquant que rT = 2 log(uT ), on obtient don que la quantité rT est
bien dénie et stritement positive. La quantité D est du signe de |RT | − rT .
2. Si T est ane, alors 4−Σ− p = 0 ; par suite ∆ = 0 et 4−Σ = p > 0, et ainsi 1 est raine
double. La quantité D est stritement positive si et seulement si RT 6= 0, et nulle sinon.
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3. Si T est hyperbolique, alors 4−Σ−p < 0. Alors soit 4−Σ+p 6 0 et les raines de P sont
stritement négatives, soit 4− Σ + p > 0 et les raines de P sont omplexes. La quantité
D est toujours stritement positive.
Notations 4.6.  Soient G un éimaèdre étiqueté marqué, P un polyèdre miroir qui réalise G
et Γ un 3-iruit orienté de G. Alors Γ dénit un triangle étiqueté marqué T dont les sommets
sont les arêtes traversées par Γ, les arêtes de T sont les faes traversées par Γ, les étiquettes
portées par les sommets sont les étiquettes portées par les arêtes de Γ, et on marque les arêtes
à l'aide de l'orientation de Γ.
Lorsque Γ est sans angle droit, on notera RΓ(P ) le réel RT introduit dans l'énoné du lemme
4.3 ; si T est sphérique, on notera rΓ le réel rT introduit avant le lemme 4.4 et si T est ane,
on pose rΓ = 0. Cette onvention permet de ne pas distinguer le as ane du as sphérique.
On utilisera une autre onvention, si un 3-iruit Γ est ave angle droit alors on pose
RΓ(P ) = 0. Cette onvention permet de distinguer le as sans angle droit du as ave angle
droit uniquement lorsque 'est néessaire.
Enn, plus généralement, si (f1, ..., fk) est une suite de faes de P , on peut dénir la quantité
suivante :
R(f1,...,fk)(P ) = log
(
αf1(vf2)αf2(vf3) · · · αfk(vf1)
αf1(vfk)αf2(vf1) · · · αfk(vfk−1)
)
.
Ainsi, lorsque Γ est un 3-iruit orienté, il dénit naturellement une suite de faes et l'on
retrouve la dénition préédente.
Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté, on allégera les notations en notant R(f1,...,fk)(P ) = R(f1,...,fk)
et RΓ(P ) = RΓ.
4.3. Les lemmes de oupe.  On herhe tout d'abord à onstruire les blos fondamentaux
miroirs en oupant un tétraèdre miroir le long de ses 3-iruits. C'est l'objet des lemmes 4.10,
4.11 et 4.16, des deux prohains paragraphes. Ensuite, on se donne un polyèdre miroir P et
on souhaite déouper P le long de ses 3-iruits prismatiques essentiels pour obtenir des blos
fondamentaux. Nous allons avoir besoin des dénitions suivantes :
Dénition 4.7.  Soient P un polyèdre miroir et Γ un 3-iruit de P qui traverse les faes
r, s, t de P . On désignera par ΠΓ le sous-espae projetif engendré par les points polaires
[vr], [vs], [vt]. On dira que ΠΓ oupe P le long de Γ lorsque ΠΓ est un plan et l'intersetion
de ΠΓ ave les arêtes de P est inluse dans les arêtes ouvertes le long desquelles se renontrent
les faes r, s, t.
Remarque 4.8.  Soient P un polyèdre miroir de XG et Γ un 3-iruit prismatique non
essentiel de P (dénition 3.10). On numérote de 1 à 3 les faes traversées par Γ, et on numérote
4 la fae triangulaire dont Γ fait le tour. Nous allons montrer que si ΠΓ est un plan alors la
réexion σ4 est entièrement déterminée par les réexions σ1, σ2, σ3.
En eet, omme Γ n'est pas essentiel, les arêtes de la fae 4 sont toutes d'ordre 2 (en partiulier
σ4 ommute ave σ1, σ2 et σ3), par onséquent les points v1, v2 et v3 vérient α4(v1) = α4(v2) =
α4(v3) = 0 (dénition 2.4 et notations 2.6). Ainsi, le plan projetif dénissant la fae 4 est le
plan projetif ΠΓ qui est engendré par les points polaires [v1], [v2] et [v3]. La polaire [v4] de
la fae 4 vérie les équations α1(v4) = α2(v4) = α3(v4) = 0, ette intersetion est réduite à
deux points ar P est un polyèdre onvexe. La polaire [v4] doit aussi vérier que α4(v4) = 2, il
vient qu'un seul des deux points de l'intersetion des plans projetifs assoiés aux faes 1, 2 et
3 vérie es propriétés.
Nous allons montrer que, pour tout polyèdre miroir P de XG et tout 3-iruit prismatique
essentiel Γ, ΠΓ est un plan et que e dernier oupe P le long de Γ. On peut don dénir la oupe
droite P dΓ (resp. gauhe P
g
Γ) de P le long de Γ omme le polyèdre miroir obtenu en retirant les
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faes et les réexions par rapport aux faes à gauhe (resp. droite) de Γ et en ajoutant l'unique
(remarque 4.8) réexion par rapport au plan ΠΓ qui ommute ave les réexions assoiées aux
faes traversées par Γ.
Remarque 4.9.  Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur le 3-iruit Γ, on allégera les notations
P dΓ et P
g




et P gΓ = P
g
.
4.3.1. Lemme d'éimage. 
Lemme 4.10.  Soient P un polyèdre miroir et Γ un 3-iruit orienté de P . Le sous-espae





1) Le polyèdre P est un tétraèdre ou un prisme triangulaire.
2) Les arêtes des faes qui ne sont pas traversées par Γ sont d'ordre 2.
3) Le 3-iruit Γ est ane sans angle droit et RΓ = 0.
3)
′
Le 3-iruit Γ est sphérique sans angle droit et |RΓ| = rΓ.
3)
′′
Le 3-iruit Γ est ane ave angle droit.
Démonstration.  Soient s1, s2, s3 les faes de P traversées par Γ. Soit s4 une fae quelonque
de P diérente de s1, s2, s3. On peut supposer que les faes (si)i=1,...,4 sont dénies par les formes
linéaires (−e∗i )i=1,...,4, où (ei)i=1,...,4 est une base de R4, ar P est un polyèdre onvexe. Le sous-
espae ΠΓ n'est pas un plan projetif si et seulement si la matrie M = (−αj(vi))i=1...3, j=1...4
est de rang 2, don si et seulement si tous les mineurs de taille 3 extraits de la matrie M sont
nuls. On a :
M =

 −2 v12 v13 v14v21 −2 v23 v24
v31 v32 −2 v34


où les vij désignent les oordonnées de (vi)i=1...3 dans la base (ej)j=1...4.
Le mineur obtenu en rayant la dernière olonne donne le déterminant du lemme 4.4. Don,





Calulons à présent le mineur D1 obtenu en rayant la 1ère olonne :
D1 = v12(v23v34 + 2v24) + v13(2v34 + v32v24) + v14(4− µ23).
Le lemme 3.23 montre que vij > 0 pour i 6= j ; de plus µ23 < 4 et don v14 = 0 quand D1 = 0.
De la même façon, le alul des mineurs obtenus en rayant la 2ème ou la 3ème olonne montre
que v24 = v34 = 0. Le lemme 3.23 montre don que la fae s4 est adjaente à s1, s2 et s3 . Les
onditions 1) et 2) sont alors réalisées ar il y a au plus 2 faes adjaentes simultanément à s1,
s2 et s3.





alors ΠΓ est une droite projetive.
Lemme 4.11.  Soient P un polyèdre miroir et Γ un 3-iruit qui entoure un sommet v. On
suppose que P n'est pas un tétraèdre dont la fae opposée à v ne possède que des arêtes d'ordre
2. On suppose aussi que ΠΓ est un plan projetif et que Γ possède au plus un seul angle droit.
On note P0 le polyèdre projetif sous-jaent à P .
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1)Si Γ est hyperbolique alors ΠΓ oupe P0 le long de Γ.
ane sans angle droit et RΓ 6= 0
sphérique sans angle droit et |RΓ| > rΓ
2) Si Γ est ane ave angle droit alors ΠΓ ∩ P0 = {v}.
ane sans angle droit et RΓ = 0
sphérique sans angle droit et |RΓ| = rΓ
3) Si Γ est sphérique sans angle droit et |RΓ| < rΓ alors ΠΓ ∩ P0 = ∅.
sphérique ave angle droit
Remarque 4.12.  Pour alléger l'énoné du lemme 4.11 nous apportons une préision au as
3) sous la forme d'une remarque. On numérote les faes de Γ de 1 à 3. On note ei la i-ème
arête fermée traversée par Γ et C le onvexe polyédral obtenu à partir de P0 en oubliant les
inégalités assoiées aux faes traversées par Γ (es faes partagent un sommet). On note Li la
droite engendrée par ei et Di l'intersetion C ∩ Li. On note Mi le point d'intersetion du plan
ΠΓ et Di, pour i = 1, ..., 3. Il n'est pas évident que les points (Mi)i=1,...,3 sont bien dénis mais
nous montrerons que 'est le as. Nous allons montrer que dans le as 3), les points Mi sont
dans l'intérieur de Di \ ei.
Remarque 4.13.  Avant de démontrer e lemme, on pourra remarquer que les onditions
1)2)3) sont elles du lemme 4.4.
Démonstration.  Soient (si)i=1,...,3 les faes de P traversées par Γ et soit s4 une fae quelonque
de P . Soit ΠΓ le sous-espae engendré par les points polaires [v1], [v2] et [v3]. On a supposé que
ΠΓ est un plan projetif.
Comme on travaille dans le revêtement à deux feuillets de P(R4) l'intersetions de trois plans
en positions génériques est la réunion de deux points opposés. On dénit les six pointsM±1 ,M
±
2
etM±3 , de la façon suivante : {M+1 ,M−1 } = ΠΓ∩{α2 = 0}∩{α3 = 0}, {M+2 ,M−2 } = ΠΓ∩{α3 =
0} ∩ {α1 = 0}, {M+3 ,M−3 } = ΠΓ ∩ {α1 = 0} ∩ {α2 = 0}.




3 sont bien dénis. On ne traite que
les points M±1 . Il s'agit de montrer que l'ensemble des solutions des équations suivantes en les
inonnues x, y, z est un espae vetoriel de dimension 1.
{
α2(xv1 + yv2 + zv3) = 0
α3(xv1 + yv2 + zv3) = 0
Le alul expliite de e système donne :
{
xα2(v1) + 2y + zα2(v3) = 0
xα3(v1) + yα3(v2) + 2z = 0
Ce système est de rang 2 puisque 4−α2(v3)α3(v2) = 4−µ23 > 0. Les points M±1 ,M±2 et M±3
sont don bien dénis.
On peut supposer que les faes (si)i=1,...,4 sont dénies par αsi = −e∗i pour i = 1...4 dans
une base (ei)i=1...4 de R
4
. Ainsi, le plan projetif ΠΓ est déni par une équation de la forme
{ax1 + bx2 + cx3 + dx4 = 0}, où a, b, c, d ∈ R. Il faut prendre garde au fait que les quantités
a, b, c, d sont bien dénies seulement à une onstante multipliative près.








où les vij désignent les oordonnées de (vi)i=1...3 dans la base (ej)j=1...4. La quantité D est le
déterminant du lemme 4.4.
Le plan projetif ΠΓ d'équation ax1+bx2+cx3+dx4 = 0 est le plan engendré par les veteurs
v1, v2 et v3. Par onséquent, il existe un λ 6= 0 tel que pour tout x, y, z, t ∈ R on a :∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 v21 v31 x
v12 −2 v32 y
v13 v23 −2 z
v14 v24 v34 t
∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ(ax+ by + cz + dt)
Nous allons distinguer les as D > 0, D = 0 et D < 0.
Commençons par supposer que D > 0. D'après le lemme 4.4, ette hypothèse revient à se
plaer dans le as 1), on a alors D = λd 6= 0 par la formule de Cramer. Pour xer les idées, on
suppose à présent que d = −1.
Les formules de Cramer permettent de aluler a. On a −aλ = aD = v14(4−µ23)+v24(2v12+
v13v32) + v34(v12v23 + 2v13).
Par hypothèse Γ possède au plus un angle droit don au plus une seule des quantités
v12, v13, v23 est nulle. De plus, on a supposé que P n'était pas un tétraèdre où la fae op-
posée à v ne possédait que des arêtes d'ordre 2. Par onséquent, l'une des arêtes de la fae 4
n'est pas d'ordre 2. Il vient don que v14 ou v24 ou v34 est stritement positif. Il est don lair
à présent que aD > 0. De la même façon, on obtient que b et c sont stritement positifs.





la base (e1, ..., e4). On a : M
+
1 = [−d : 0 : 0 : a], M+2 = [0 : −d : 0 : b], M+3 = [0 : 0 : −d : c] et
M−1 = [d : 0 : 0 : −a], M−2 = [0 : d : 0 : −b] et M−3 = [0 : 0 : d : −c].
En résumé αi(M
+






3 )) = (−a,−b,−c) < 0. Ainsi, on
obtient que le point M+i est à l'intérieur de l'arête adjaente aux faes i + 1 et i + 2 [mod 3℄
du tétraèdre formé par les faes 1,2,3 et 4. Mais la fae s4 est une fae quelonque de P . Par
onséquent, le point M+i est à l'intérieur de l'arête adjaente aux faes i + 1 et i + 2 [mod 3℄
du polyèdre P0. Ce qui entraîne que ΠΓ oupe P0 le long de Γ.
À présent, si D < 0 alors le lemme 4.4 montre que l'on est dans le as 3). On suppose enore
que d = −1. On a enore l'égalité aD = v14(4−µ23)+v24(2v12+v13v32)+v34(v12v23+2v13) > 0.
On obtient don que a, b et c sont stritement négatifs.




3 dans la base (e1, ..., e4). On
a : M+1 = [−d : 0 : 0 : a], M+2 = [0 : −d : 0 : b], M+3 = [0 : 0 : −d : c] et M−1 = [d : 0 : 0 : −a],
M−2 = [0 : d : 0 : −b] et M−3 = [0 : 0 : d : −c].
Cette fois-i on obtient que αi(M
−
i ) = −d > 0 et (α4(M−1 ), α4(M−2 ), α4(M−3 )) = (a, b, c) < 0.
Ainsi, le point M−i n'appartient pas à l'arête adjaente aux faes i + 1 et i + 2 [mod 3℄ du
tétraèdre formé par les faes 1,2,3 et 4 mais le point M−i vérie α4(M
−
i ) < 0. La fae s4 est
une fae quelonque de P . Par onséquent, le point M−i n'appartient pas à l'arête adjaente
aux faes i + 1 et i + 2 [mod 3℄ du polyèdre P0 mais il appartient au onvexe C = p({x ∈
R
4 |αs(x) 6 0, s 6= 1, 2, 3}) (le pointM−i est le pointMi de la remarque 4.12). Comme la partie
C est inluse dans une arte ane, il vient que le polyèdre P et les points M−i sont eux aussi
inlus dans une arte ane. Ce qui entraîne que ΠΓ ∩ P0 = ∅ et la remarque 4.12.
Enn, si D = 0 alors le lemme 4.4 montre que l'on est dans le as 2), mais dans e as,
on a d = 0. Rappelons que v est le point dont Γ fait le tour. Comme d = 0 l'intersetion
ΠΓ ∩ {α1 = 0} ∩ {α2 = 0} ∩ {α3 = 0} = {v,−v} et par suite les ensembles {M+i ,M−i } (pour
i = 1, ..., 3) sont onfondus et égaux à {±v}. Ce qui onlut la démonstration.
Remarque 4.14.  Il est important de noter que ette étude est exhaustive si les hypothèses
du lemme 4.10 sont vériées.
4.3.2. Lemme de oupe le long d'un 3-iruit prismatique essentiel. 
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Lemme 4.15.  Soient P un polyèdre miroir et Γ un 3-iruit prismatique essentiel. Alors
ΠΓ oupe P le long de Γ.
Démonstration.  Comme P possède un 3-iruit essentiel, P n'est ni un tétraèdre, ni un
prisme exeptionnel et par onséquent, le lemme 4.10 permet d'armer que ΠΓ est un plan.
On suppose que les faes traversées par Γ sont numérotées de 1 à 3. On note Sd (resp. Sg)
l'ensemble des faes du polyèdre P stritement à droite (resp. stritement à gauhe) de Γ (on
onsidère que les faes 1,2 et 3 ne sont ni stritement à droite ni stritement à gauhe de Γ).
On note ei l'arête adjaente aux faes i+ 1 et i+ 2 [mod 3℄. On note Di l'intersetion entre
la droite engendrée par l'arête ei et le onvexe C
d = p({x ∈ R4 | ∀s ∈ Sd, αs(x) < 0}). On note
Mi le point d'intersetion du plan ΠΓ ave Di [mod 3℄. Le lemme 4.11 est exhaustif, ainsi en
utilisant la remarque 4.12, seul l'un de es trois as est possible :
 Le point Mi appartient à l'intérieur de ei, pour i = 1, ..., 3.
 Les points Mi sont tous égaux au sommet e1 ∩ e2 ∩ e3.
 Les points Mi appartiennent à l'intérieur de Di r ei, pour i = 1, ..., 3.
Il est important de remarquer que Di prolonge l'arête ei uniquement à un bout, à savoir le
bout à gauhe de Γ.
Comme Γ est prismatique essentiel, on peut faire la même hose ave le onvexe Cg = p({x ∈
R
4 | ∀s ∈ Sg, αs(x) < 0}). Par onséquent, seul le premier as peut être réalisé, ainsi ΠΓ oupe
P le long de Γ.
4.3.3. Lemme de non-hevauhement. 
Lemme 4.16.  Soient P un polyèdre miroir, u, v deux sommets de P reliés par une arête
e. Soit Γu (resp. Γv) un 3-iruit qui entoure u (resp. v). On suppose que ΠΓu (resp. ΠΓv)
oupe P le long de Γu (resp. Γv). Si P0 désigne le polyèdre projetif sous-jaent à P , alors
P0 ∩ΠΓu ∩ΠΓv = ∅.




oupe gauhe de P le long de ΠΓu . Pour montrer e lemme il sut de montrer que ΠΓv oupe
P gΓu le long de Γv.
D'après le lemme 4.11, il sut de vérier que le 3-iruit Γv vérie la ondition 1) du lemme
4.11. Or le 3-iruit ΠΓv oupe P le long de Γv, il vérie don la ondition 1) du lemme 4.11.
4.4. La forêt FG et son orientation. 
4.4.1. Classiation des arêtes de AG.  Nous sommes à présent en mesure de dénir l'en-
semble IGΓ des valeurs possibles a priori pour la quantité RΓ.
1.
Γ est ane ou sphérique ave angle droit prismatique




Γ est ane ou sphérique
ave angle droit quelonque
ave angle droit non prismatique




Γ est ane ou sphérique
sans angle droit quelonque
sans angle droit non prismatique
alors IGΓ := R
4.
Γ est ane ou sphérique sans angle droit prismatique
alors IGΓ := Rr [−rΓ, rΓ]
Remarque 4.17.  On rappelle que lorsque le 3-iruit Γ est ane sans angle droit on utilise
la onvention rΓ = 0 (voir notations 4.6). On a aussi onvenu que RΓ = 0 lorsque Γ est à angle
droit.
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Ces notations sont justiées par les propositions suivantes :
Proposition 4.18.  Soient G un éimaèdre étiqueté qui vérie m(G) = 0 et P un polyèdre
miroir qui réalise G. Soit v un sommet de G, on note Γ le 3-iruit orienté qui entoure le sommet
v et tel que la oupe gauhe GgΓ ne ontienne pas le sommet v. Alors, ΠΓ oupe P le long de Γ




Démonstration.  Cette proposition est essentiellement une releture du lemme 4.11. Comme
Γ devient prismatique dans GgΓ, l'intervalle IG
g
Γ
Γ est égale à l'intervalle I
G
Γ moins un segment S.
Il sut de maintenant, par une étude exhaustive, de voir que S orrespond aux valeurs de RΓ
pour lesquels le plan ΠΓ ne oupe pas P le long de Γ. Remarquons que Γ (vu dans Gg) peut
être de 3 types de la lassiation énonée au paragraphe 4.4.1 : 2.(première ligne) ; 3.(première
ligne) ; et 4.




Inversement, le lemme 4.10 montre que si RΓ(P ) ∈ IG
g
Γ
Γ alors ΠΓ est un plan. Le lemme 4.11
montre que si ΠΓ est un plan et que RΓ(P ) ∈ IG
g
Γ
Γ alors ΠΓ oupe P le long de Γ.
Proposition 4.19.  Soient G un éimaèdre étiqueté qui vérie m(G) = 0 et qui n'est pas un
prisme exeptionnel, P un polyèdre miroir qui réalise G et Γ un 3-iruit orienté de G. Alors
RΓ(P ) ∈ IGΓ .
Démonstration.  Il faut distinguer les 4 as de la dénition de IGΓ . Le as 1) ne peut pas
apparaître puisqu'on a supposé m(G) = 0. Si Γ est du type 2 de la lassiation alors on a la
onvention RΓ(P ) = 0 (notations 4.6). Si Γ est de type 3 alors il n'y a rien à montrer. Enn, si Γ
est de type 4, auun des deux polyèdres ombinatoires étiquetés GgΓ ou GdΓ n'est un tétraèdre ar
Γ est prismatique. Notons Q le polyèdre ombinatoire étiqueté obtenu en ollant un tétraèdre
sur la fae triangulaire de GgΓ dont Γ fait le tour (autrement dit Q est le polyèdre ombinatoire
obtenu à partir de GgΓ en oubliant l'inégalité assoiée à la fae dont Γ fait le tour dans GgΓ). On
note Q le polyèdre obtenu à partir de P par le même proédé.
Si le 3-iruit Γ de G est essentiel alors le lemme 4.15 montre que ΠΓ oupe P le long de Γ.
En partiulier, ΠΓ oupe Q le long de Γ.
Si le 3-iruit Γ de G n'est pas essentiel, ela signie que l'un des deux polyèdres ombinatoires
GgΓ ou GdΓ est un prisme exeptionnel. On peut supposer que GgΓ n'est pas un prisme exeptionnel.
On va montrer que ΠΓ oupe Q le long de Γ. Le lemme 4.10 montre que ΠΓ est un plan ar Γ
est prismatique et G n'est pas un prisme exeptionnel. Don le plan ΠΓ et le plan engendré par
la fae de P dont Γ fait le tour sont égaux, il vient que ΠΓ oupe Q le long de Γ.
Ainsi, le lemme 4.11 appliqué à Q montre que RΓ(P ) ∈ IGΓ .
Si G est un éimaèdre étiqueté, alors les arêtes de AG sont par dénition en bijetion ave les
3-iruits de G. On a don une dénition naturelle d'arête ane, sphérique, hyperbolique, sans
angle droit, ave angle droit, prismatique et enn, non prismatique.
Remarque 4.20.  On rappelle que l'on suppose toujours, depuis le paragraphe 4.1, que tout
éimaèdre étiqueté vérie m(G) = 0 ; il n'y a don pas d'arête du type 1 de la lassiation que
l'on vient de donner dans AG.
Dénition 4.21.  Soit G un éimaèdre étiqueté. La forêt assoiée à G est la forêt FG ob-
tenue en supprimant les arêtes ave angle droit de l'arbre AG (i.e. les arêtes de type 2 de la
lassiation). Les arêtes (resp. les 3-iruits de G) de FG se séparent en deux familles via la
lassiation énonée plus haut :
 les arêtes (resp. les 3-iruits) hyperboliques sans angle droit quelonques et les arêtes
(resp. les 3-iruits) anes ou sphériques sans angle droit non-prismatiques ;
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 les arêtes (resp. les 3-iruits) anes ou sphériques sans angle droit prismatiques qu'on
désignera dorénavant par le terme spéiales (resp. spéiaux ).
4.4.2. Orientation de la forêt FG. 
Dénition 4.22.  Soit F une forêt orientée. On dira qu'un sommet s de F est un puits
(resp. une soure) lorsque toutes les arêtes inidentes à s possèdent le même but (resp. la même
soure).
Dénition 4.23.  Soient G un éimaèdre étiqueté, et FG la forêt assoiée.
 Une orientation globale admissible de FG est une orientation de FG qui ne ontient auun
sommet de valene 4 qui soit un puits ou une soure.
 Une orientation partielle de FG est une orientation de toutes les arêtes spéiales de FG.
 Une orientation partielle admissible de FG est une orientation partielle de FG telle qu'il
existe une orientation globale admissible de FG qui la prolonge.
Nous allons voir que si G est un éimaèdre étiqueté alors les omposantes onnexes de XG
sont en bijetion ave les orientations partielles admissibles de la forêt FG. Cette bijetion est
onstruite à l'aide du signe des quantités RΓ(P ), où Γ est un 3-iruit orienté spéial de G et P
un polyèdre projetif miroir qui réalise G. Pour uniformiser la onstrution de ette bijetion,
il faut hoisir orretement un système de 3-iruits orientés. Nous appellerons es systèmes les
systèmes puits-soure de 3-iruits et nous allons les dénir dès à présent.
4.5. Système puits-soure de AG. 
4.5.1. Orientation d'une arête de AG induite par l'orientation d'un 3-iruit de G.  Chaque
arête e de AG dénit une tripartition des arêtes de G : {e} et les deux omposantes onnexes
de AG−{e}. Le hoix d'une orientation de l'arête e permet de distinguer les deux omposantes
onnexes de AG − {e}. On a elle donnée par le but de l'arête orientée e et elle donnée par sa
soure.
De même, haque 3-iruit Γ de G dénit une tripartition des 3-iruits de G. Le hoix d'une
orientation du 3-iruit Γ permet de les distinguer. On a le 3-iruit Γ, les 3-iruits de G à
droite de Γ et les 3-iruits de G à gauhe de Γ.
Il est évident que la bijetion entre les 3-iruits de G et les arêtes de AG respete ette
tripartition. On a don une dénition naturelle d'orientation d'une arête de AG induite par
l'orientation d'un 3-iruit de G :
Dénition 4.24.  Soient G un graphe étiqueté, Γ un 3-iruit orienté de G et e l'arête
orrespondante de l'arbre AG. On dira que e est orienté dans le sens (resp. sens ontraire) de Γ
lorsque la omposante onnexe de AG − {e} donnée par le but de l'arête orientée e orrespond
aux 3-iruits de G à droite (resp. à gauhe) de Γ.
4.5.2. Système puits-soure de AG. 
Dénition 4.25.  Soit G un éimaèdre étiqueté, un système puits-soure de 3-iruits de G
est le hoix d'une orientation de haque 3-iruit de G, de telle sorte que si toutes les arêtes de
l'arbre AG sont orientées dans le sens des 3-iruits orientés hoisis, alors tous les sommets de
AG sont des puits ou des soures.
Remarque 4.26.  Puisque le graphe AG est un arbre, il est lair que tout éimaèdre étiqueté
G possède exatement deux systèmes puits-soures inverses l'un de l'autre.
4.6. Orientation partielle et globale de FG induite par P ∈ XG via un système puits-
soure. 
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4.6.1. Orientation partielle induite. 
Dénition 4.27.  Soient G un éimaèdre étiqueté et P un polyèdre miroir qui réalise G. On
suppose que l'on s'est donné un système puits-soure de 3-iruits de G. L'orientation partielle
de FG induite par P est l'orientation obtenue en orientant toute arête spéiale e de FG dans le
sens de Γ (l'unique 3-iruit orienté orrespondant à e via le système puits-soure que l'on s'est
donné), lorsque RΓ(P ) > 0 et dans le sens ontraire lorsque RΓ(P ) < 0.
Remarque 4.28.  Il n'y a pas d'ambiguïté dans la dénition préédente. En eet, si Γ est
un 3-iruit spéial de G, alors RΓ(P ) 6= 0.
4.6.2. Orientation globale induite.  Soit G un éimaèdre étiqueté. On se donne un système
puits-soure de 3-iruits orientés de G. Supposons à présent que pour tout 3-iruit sans angle
droit Γ de G, on ait RΓ(P ) 6= 0. Alors on peut dénir de façon analogue une orientation globale
de FG induite par P via le système puits-soure que l'on s'est donné.
4.6.3. Obstrution.  Il faut bien faire attention au fait que toutes les orientations globales
ou partielles de FG ne peuvent pas être induites par des polyèdres miroirs.
En eet, si on note, pour haque sommet s de FG de valene 4, (Γsi )i=1...4 les quatre 3-iruits
orientés via notre système puits-soure, qui orrespondent aux arêtes de FG inidentes à s,
et si P est un polyèdre miroir qui réalise G, alors la dénition même des (RΓsi (P ))i=1...4 (voir










Par onséquent, auune orientation induite partielle ou globale ne peut posséder de sommet de
valene 4 qui soit un puits ou une soure, e qui explique la dénition d'orientation partielle ou
globale admissible.
Nous allons montrer que les omposantes onnexes de XG sont en bijetion ave les orienta-
tions partielles admissibles de FG.
4.7. Le tétraèdre miroir et les blos fondamentaux. 
4.7.1. Le tétraèdre miroir.  La proposition suivante donne une paramétrisation de l'espae
XG lorsque G est un tétraèdre ombinatoire étiqueté. Cette proposition onlut la démonstration
du point 2)a) du théorème 3.16 et est le point de départ pour l'étude des blos fondamentaux.
Proposition 4.29.  Soit G un tétraèdre ombinatoire étiqueté marqué. Alors XG est diéo-
morphe à R
d(G)
si d(G) > 0 et est un singleton sinon.
 Cas 1 : Si toutes les arêtes de G sont d'ordre diérent de 2, on hoisit un système puits-
soure de 3-iruits de G, {Γ1,Γ2,Γ3,Γ4}. L'appliation P ∈ XG 7→ (RΓ1 , RΓ2 , RΓ3 , RΓ4) ∈
{(r1, r2, r3, r4) ∈ R4 tels que r1 + r2 + r3 + r4 = 0} est un diéomorphisme.
 Cas 2 : Si une seule arête de G est d'ordre 2, alors G possède exatement deux 3-iruits




 Cas 3 : Si exatement 2 arêtes de G sont d'ordre 2, et si elles sont sur la même fae,
alors G possède exatement un 3-iruit orienté (à orientation près) Γ sans angle droit.
L'appliation P ∈ XG 7→ RΓ ∈ R est un diéomorphisme.
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 Cas 4 : Si exatement 2 arêtes de G sont d'ordre 2, et si elles ne sont pas sur la même
fae, alors il existe un unique 4-iruit sans angle droit Γ de G (à orientation près). L'ap-
pliation P ∈ XG 7→ RΓ ∈ R est un diéomorphisme.
 Cas 5 : Si au moins 3 arêtes de G sont d'ordre 2, alors XG est un singleton.
Démonstration.  On ne démontre la proposition que lorsque G ne possède pas d'arête d'ordre
2, les autres as se démontrent de façon analogue. Soit P un tétraèdre qui réaliseXG. On proède
omme pour le triangle étiqueté (proposition 4.3). On note (ei)i=1...4 la base anonique de R
4
.







de α1, ..., α4, v1 est réduit à l'identité. On rappelle que les notations 2.6 fournissent les équations
suivantes sur v2, v3, v4 :
αi(vi) = 2 pour i = 1, ..., 4
αi(vj)αj(vi) = µij pour i, j = 1, ..., 4 et i 6= j
























ave x, y, z > 0. On a alors omme dans la preuve de la proposition 4.3 : RΓ1 = −2 ln(xyz),
RΓ2 = 2 ln(z), RΓ3 = 2 ln(y) et RΓ4 = 2 ln(x). Ce qui montre le résultat.
4.7.2. Les blos fondamentaux. 
Proposition 4.30.  Soit G un blo fondamental étiqueté qui n'est pas un prisme exeptionnel
et tel que m(G) = 0. On se donne un système puits-soure de 3-iruits de G et on note (Γi)i=1...4
les quatre 3-iruits de G de notre système puits-soure qui viennent du tétraèdre T sous-jaent
à G.
L'appliation ϕ : P ∈ XG 7→ Q ∈ XT , où Q est le tétraèdre miroir sous-jaent à P , est un
diéomorphisme sur son image E = {Q ∈ XT | ∀i = 1, ..., 4 , RΓi(Q) ∈ IGΓi}. En partiulier,
XG est diéomorphe à κ(G) opies de Rd(G) où κ(G) est le nombre d'orientations partielles
admissibles de FG.
Démonstration.  Soit P un polyèdre miroir de XG. Comme G n'est pas un prisme exeption-
nel, le lemme 4.10 montre que pour tout 3-iruit prismatique Γ de G, ΠΓ est un plan.
Commençons par montrer que l'appliation ϕ : P ∈ XG 7→ Q ∈ XT (le tétraèdre sous-jaent)
est injetive. On appellera faes tronquées les faes de P qui ne sont pas des faes de Q. Les
faes tronquées sont des faes triangulaires où toutes les arêtes sont d'ordre 2. La remarque 4.8
montre que la réexion par rapport à une fae tronquée s est entièrement déterminée par les
réexions par rapport aux faes adjaentes à s.
On rappelle que XT est l'espae des modules des polyèdres projetifs miroirs marqués qui
réalisent le tetraèdre étiqueté T .
Montrons ensuite que l'image de ϕ est inluse dans E = {Q ∈ XT | ∀i = 1, ..., 4 , RΓi(Q) ∈
IGΓi}. C'est exatement le ontenu de la proposition 4.19.
Ensuite, il faut montrer que l'image de ϕ est exatement E . On se donne un tétraèdre Q ∈ XT
qui vérie que ∀i = 1, ..., 4 , RΓi(Q) ∈ IGΓi , alors la proposition 4.18 montre si Γi est prismatique
pour G et RΓi(Q) ∈ IGΓi alors le plan ΠΓi oupe Q le long de Γi. Enn, le lemme 4.16 montre
que les nouvelles faes réées par es éimages ne se hevauhent pas, par onséquent il existe
un polyèdre miroir P ∈ XG tel que ϕ(P ) = Q.
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Enn, il ne reste plus qu'à montrer que l'inverse de ϕ est ontinue. Mais il s'agit simplement
de voir que la réexion par rapport à une fae tronquée s dépend ontinûment des réexions
par rapport aux faes adjaentes à s. Et ela est lair à la vue de la remarque 4.8.
Commem(G) = 0 tous les ensembles IGΓi sont non vides (remarque 4.20) et ainsi la proposition
4.29 montre que E est une réunion d'ouverts onvexes disjoints, naturellement indexée par les
orientations partielles admissibles de FG.
Pour illustrer ette proposition on donne un tableau dont les entrées en olonnes indiquent
le nombre de 3-iruits anes ou sphériques, sans angle droit et prismatiques de G. Les entrées
en lignes indiquent de quel éimaèdre G il s'agit (on rappelle que Ti est le tétraèdre éimé en i
sommets distints). Les sorties sont les nombres κ(G) orrespondants.
T0 T1 T2 T3 T4
0 1 1 1 1 1
1 2 2 2 2
2 4 4 4
3 8 8
4 14
4.7.3. Les prismes exeptionnels.  Nous avons déjà traité le as des prismes exeptionnels
ave angles droits à l'aide du lemme 3.25 et du seond point du théorème 3.16 (proposition
4.29).
Proposition 4.31.  Soit G un prisme exeptionnel sans angle droit. On note Γ l'unique
3-iruit prismatique de G.
 Si Γ est sphérique, alors Card(XG) = 2.
 Si Γ est ane, alors XG est un singleton.
 Si Γ est hyperbolique, alors XG = ∅.
Démonstration.  On numérote les faes de l'unique 3-iruit prismatique Γ de G de 1 à 3, et
on numérote les deux autres faes 4 et 5. Les mêmes arguments que eux de la démonstration
du lemme 3.25 montrent que l'on peut supposer que l'on a la onguration suivante dans une
base (ei)i=1...4 de R
4
: αi = −e∗i pour i = 1...4 et α5 = −e∗1 − e∗2 − e∗3 + e∗4. Enn, pour
simplier la disussion, on suppose que µ31 > µ12. On utilise les notations 2.6. Les équations
α5(v1) = α5(v2) = α5(v3) = 0 donnent les équations suivantes :

−2 + v12 + v13 = 0
v23 − 2 + v21 = 0
v31 + v32 − 2 = 0
On obtient ainsi que XG est homéomorphe à :
(v12, v23, v31) ∈ R
3
tels que :















Ainsi, si on pose x = v12 et que l'on substitue les quantités v31 et v23 dans la dernière ligne






− 2 qui appartiennent à l'intervalle ]µ12
2
, 2[.
On pose σ = −µ23+µ31−µ12−4
4−µ23 et p =
µ12(4−µ31)
4−µ23 . On est ainsi ramené à l'étude du polynme
Q = x2 − 2σx+ p sur ]µ12
2
, 2[. On pose alors Y = x− σ, δ = σ2 − p, u = µ12
2
− σ et v = 2− σ
(noter u < v). On est ainsi ramené à l'étude du polynme R = Y 2 − δ sur ]u, v[.
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Le disriminant δ de R est égal à
δ =
(4− µ31 − µ12 − µ23 −√µ31µ12µ23)(4− µ31 − µ12 − µ23 +√µ31µ12µ23)
(4− µ23)2 .
Comme dans la preuve du lemme 4.4, on a :






















On remarque que, omme les angles sont aigus, le produit des 3 derniers membres est stritement
positif.
On rappelle que par dénition µij = 4 cos
2(θij), où 0 < θij <
pi
2
ar on a supposé quem(G) = 0




u2 − δ = µ12µ23(4−µ12)
4(4−µ23) > 0 (S1)







Ces quatres inégalités viennent de l'hypothèse µ12 6 µ31 et des inégalités 0 < µ12, µ23, µ31 < 4.
Le signe de la quantité D = 4− µ31 − µ12 − µ23 −√µ31µ12µ23 est ruial dans ette preuve.
Pour onlure, il faut distinguer 2 as :






Ces deux inégalités sont évidentes puisqu'on a supposé que D > 0.
Don si Γ est sphérique, alors u < −√δ < √δ < v don R possède 2 raines sur l'intervalle
]u, v[, et si Γ est ane, alors R possède une raine double sur l'intervalle ]u, v[.
2) Si Γ est hyperbolique (i.e. D < 0), alors il faut de nouveau distinguer 2 as, posons
D = 4− µ31 − µ12 − µ23 +√µ31µ12µ23 :
a) Si D > 0 alors δ < 0 et les raines de R sont omplexes.
b) Si D 6 0 alors −u(4−µ23) < D 6 0, puisque la quatrième inégalité du système S1 entraîne
l'inégalité suivante : 4− µ31 − µ12 − µ23 + µ12µ232 < D 6 0.
On a δ > 0 mais
√
δ < u < v : les raines de R sont réelles mais à l'extérieur de ]u, v[.
4.7.4. Blos fondamentaux à struture projetive xée.  Dans e paragraphe, on herhe à
omprendre l'espae des modules d'un blo fondamental G dont la struture projetive d'un
triangle est xée.
Notations 4.32.  Soit G un blo fondamental étiqueté marqué, on suppose que l'on s'est
donné un système puits-soure de 3-iruits de G. Soit Γ un 3-iruit prismatique orienté de G.
On se donne r ∈ IGΓ et on pose XrG = {P ∈ XG|RΓ = r}.
On dira qu'une orientation de FG est ompatible ave r lorsque r appartient à la omposante
onnexe de IGΓ donnée par l'orientation de FG.
Proposition 4.33.  Soit G un blo fondamental étiqueté qui n'est pas un prisme exeptionnel
et tel que m(G) = 0, muni d'un système puits-soure. Soit Γ un 3-iruit prismatique de G
orienté via le système puits-soure, et r ∈ IGΓ .
Alors, XrG est diéomorphe à κ(G,Γ, r) opies de Rd(G)−1 où κ(G,Γ, r) est le nombre d'orien-
tations partielles admissibles de FG ompatibles ave r.
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Démonstration.  L'idée de la démonstration est que les propositions 4.29 et 4.30 fournissent
une paramétrisation de l'espaeXG uniquement à l'aide des quantités (RΓi)i=1,...,4 où les (Γi)i=1,...,4
sont les 3-iruits du tétraèdre étiqueté T sous-jaent à G de notre système puits-soure.
Le moyen le plus simple de démontrer ette proposition est de faire une étude exhaustive.
Pour restreindre le nombre de as, on peut remarquer que omme m(G) = 0 et que G n'est pas
un prisme exeptionnel, le tétraèdre étiqueté T possède au plus 3 arêtes d'ordre 2.
On obtient failement le résultat, en distinguant les as : T ne possède auune arête d'ordre
2, une seule arête d'ordre 2, deux arêtes opposées d'ordre 2, deux arêtes non opposées d'ordre
2 ou exatement 3 arêtes d'ordre 2.
Remarque 4.34.  Pour illustrer ette proposition on donne un tableau dont les entrées en
olonnes indiquent le nombre de 3-iruits anes ou sphériques, sans angle droit et prismatiques
de G diérents de Γ. Les entrées en lignes indiquent de quel éimaèdre G il s'agit. Les sorties
sont les nombres κ(G, r) orrespondants.
T1 T2 T3 T4
0 1 1 1 1
1 2 2 2
2 4 4
3 7
En partiulier, κ(G,Γ, r) ne dépend pas de r, on le notera don κ(G,Γ).
4.8. Lemme de reollement.  On herhe à présent à omprendre omment oller 2 poly-
èdres miroir, L et D, le long d'une fae triangulaire TL inluse dans L et d'une fae triangulaire
TD inluse dans D (les arêtes de TD et TL sont d'ordre 2). Notons ΓL (resp. ΓD) le 3-iruit
prismatique de L (resp. D) qui fait le tour de la fae triangulaire TL (resp. TD).
Pour reoller L et D le long de TL et TD, une ondition néessaire est que les quantités
RΓL(L) et RΓD(D) soient égales. Nous allons voir ave le lemme 4.36 que 'est une aussi une
ondition susante. Le lemme 4.36 montre aussi que e reollement n'est pas unique, on peut
le paramétrer par un nombre réel. Pour paramétrer e reollement, on va utiliser l'invariant R
d'un triplet de trois faes (pas néessairement adjaentes) dont l'une appartient seulement à L,
l'autre à D et la dernière aux deux.
Notations 4.35.  Comme il y a plusieurs polyèdres en jeu dans le lemme qui suit, on notera
RΓ(P ) la quantité que l'on notait habituellement RΓ assoiée à un 3-iruit orienté Γ de P .
Lemme 4.36.  Soit G un graphe étiqueté tel que m(G) = 0 et d(G) > 0. On suppose que
G possède un 3-iruit orienté prismatique essentiel Γ. On note GdΓ et GgΓ les oupes droite et
gauhe de G par rapport à Γ.
On suppose que GdΓ est un blo fondamental étiqueté.
Soient s une fae traversée par Γ, l une fae de G à gauhe de Γ, et enn d une fae de G à
droite de Γ. On suppose que si l (resp. d) et s sont adjaentes alors l'arête ommune n'est pas
d'ordre 2. On suppose aussi que ni la fae l, ni la fae d ne font partie de Γ.
Alors l'appliation φ : P ∈ XG 7→ (P gΓ , R(l,s,d)) ∈ XGgΓ × R est une bration dont les bres
φ−1(L, r) s'identient à EL,r = {D ∈ XGd
Γ
|RΓ(D) = RΓ(L)} = XRΓ(L)Gd
Γ
.
Remarque 4.37.  On rappelle que l'on peut dénir la quantité R(l,s,d) pour n'importe quel
triplet ordonnés de faes (notations 4.6). Il est essentiel de remarquer que les faes l, s, d ne
forment pas un 3-iruit.
Remarque 4.38.  Pour mesurer le paramètre de reollement on a besoin de trois faes l, s, d.
Pour que la quantité R(l,s,d) soit dénie, on impose que si l (resp. d) et s sont adjaentes alors
l'arête ommune n'est pas d'ordre 2. Pour mesurer eetivement le reollement, on impose
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qu'auune des faes l et d ne fait partie de Γ. Comme m(Γ) = 0 et que Γ n'est pas un prisme
exeptionnel, on peut toujours trouver un tel triplet.
Remarque 4.39.  L'ensemble EL,r est diéomorphe à κ(GdΓ,Γ) opies de XrGd
Γ
≃ Rd(GdΓ)−1,
d'après la proposition 4.33. On verra qu'il ne dépend pas de r.
Démonstration.  On remarque pour ommener que Gd ne peut être un prisme exeptionnel
ar Γ est essentiel. Il faut aussi noter que Gd est un blo fondamental, pas un éimaèdre quel-
onque, don on onnaît la topologie de XG. Soit F le sous-bré du bré XGg×R×XGd de base
XGg × R dont la bre au-dessus du point (P g, r) est l'espae {P d ∈ XGd |RΓ(P g) = RΓ(P d)}
(la proposition 4.33 et la remarque 4.34 montrent que les bres sont diéomorphes deux à
deux). Le lemme 4.15 fournit une appliation naturelle ψ : P ∈ XG 7→ (P g, R(l,s,d), P d) ∈ F ⊂
XGg ×R×XGd et on a bien RΓ(P g) = RΓ(P d), don ψ est bien dénie. On note pi la projetion
pi : F → XGg × R donnée par l'oubli de la troisième oordonnée, on a φ = pi ◦ ψ. Nous allons
montrer que ψ est un diéomorphisme, e qui montrera la proposition.
On peut onstruire l'appliation réiproque de ψ omme suit.
Soit (L, r,D) ∈ F , nous allons onstruire un polyèdre P tel que ψ(P ) = (L, r,D). On
ommene par hoisir une normalisation pour les faes de L et D. On peut numéroter les faes
traversées par Γ de 1 à 3. Si on note (ei)i=1...4 une base de R
4
, alors on peut supposer que les faes
traversées par Γ sont dénies par les formes linéaires −e∗i pour i = 1...3, que la fae s est aussi
la fae 1, et que le plan ΠΓ est déni par la forme linéaire −e∗4. Les mêmes arguments que eux
de la démonstration de la proposition 3.25 montrent qu'on peut aussi supposer que la fae l de
L est dénie par −e∗1−e∗2−e∗3−e∗4, que la fae d de D est dénie par −λ1e∗1−λ2e∗2−λ3e∗3+λ4e∗4,
ave λi > 0 pour i = 1, ..., 4.
Les réexions par rapport aux faes 1 (resp. 2, resp. 3) des polyèdres miroirs L et D sont les
mêmes, ar RΓ(L) = RΓ(D). On appellera fae 4 de L et D, la fae dénie par le plan ΠΓ. Il
faut remarquer que α4 dénit la fae 4 du polyèdre D, alors que 'est −α4 qui dénit la fae 4
du polyèdre L.
On peut alors onstruire le polyèdre miroir P dont les faes et les réexions sont les faes et
les réexions de L ou D moins la fae de L entourée par Γ et la fae de D entourée par Γ. Mais
on peut en onstruire d'autres. En eet, pour tout λ > 0, onsidérons l'élément gλ de SL4(R)










L'hyperplan propre de σi est le noyau de αi = −e∗i , pour i = 1, ..., 3. Le veteur propre vi de
σi appartient au noyau de la forme linéaire −e∗4, pour i = 1, ..., 3. L'élément gλ ommute don
ave les réexions σ1, σ2, σ3. De plus, tout élément g ∈ SL4(R) qui ommute ave σ1, σ2, σ3 et
qui xe point par point dans P
+(R4) la fae 4 de L et D, est un gλ ave λ > 0.
On peut onstruire un polyèdre miroir Pλ ∈ XG dont les réexions à gauhe de Γ sont les
réexions de L et les réexions à droite de Γ sont les onjuguées des réexions de D par gλ.
Comme gλ ommute ave σ1, σ2, σ3, ette dénition n'est pas ambiguë. Et il est lair que les
polyèdres Pλ sont onvexes. De plus, si on a un polyèdre P
′
qui vérie P ′gΓ = L et P
′d
Γ = D, alors
il existe un unique λ > 0 tel que P ′ et Pλ soient équivalents. Nous allons relier les quantités
r = Rl,s,d et λ.
Résumons les oordonnées des diérentes quantités, on met le symbole λ en exposant pour




i ). Pour failiter les
aluls on note ul (resp. wl) la projetion de vl sur l'hyperplan engendré par e1, e2, e3 (resp. la
droite engendrée par e4). On note ud (resp. wd) la projetion de vd sur l'hyperplan engendré
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αλl = (α1 + α2 + α3) + α4
αλ1 = α1
αλd = λ
−1(λ1α1 + λ2α2 + λ3α3)− λ3λ4α4


vλl = ul + wl
vλ1 = v1
vλd = λud + λ
−3wd
Il ne reste plus qu'à montrer qu'il existe un unique réel λ > 0 tel que R(l,s,d)(Pλ) = r, et ela





































1 ) = αl(v1) < 0
αλ1(v
λ
d ) = λα1(vd) < 0
αλd(v
λ
l ) = λ
−1(λ1α1 + λ2α2 + λ3α3)(ul)− λ3λ4α4(wl)
αλl (v
λ








l ) = α1(vl) < 0
Avant de dénir K, a, b, c, d, justions es aluls. Pour les égalités, il s'agit simplement de
aluler, en se rappelant que s = 1 et α4(v1) = 0 ar la fae 4 est la fae dénissant le plan ΠΓ.
On a aussi par dénition α4(ul) = α4(ud) = 0 et αi(wl) = αi(wd) = 0, pour i = 1, ..., 3. Pour






a = −(λ1α1 + λ2α2 + λ3α3)(ul) > 0
b = λ4α4(wl) > 0
c = −(α1 + α2 + α3)(ud) > 0
d = −α4(wd) > 0.
Il faut vérier que les quantités K, a, b, c, d sont stritement positives. Pour K, 'est une
onséquene des inégalité préédentes. Ensuite, il faut se rappeler que α4 dénit la fae 4
du polyèdre P d, alors que 'est −α4 qui dénit la fae 4 du polyèdre P g. Par onséquent,
α4(wd) = α4(vd) < 0 et α4(wl) = α4(vl) > 0. Il reste à montrer que a et c sont stritement
positifs. Mais le lemme 3.23 montre que αi(ul) = αi(vl) < 0 et αi(ud) = αi(vd) < 0 pour
i = 1, ..., 3.
Par onséquent, la fontion λ > 0 7→ K a+λ4b
c+λ−4d
est ontinue, stritement roissante et tend
vers 0 en 0, et vers +∞ en +∞. Il existe un unique réel λ > 0 tel que R(l,s,d)(Pλ) = r. De plus,
il est lair que λ dépend ontinûment de r.
On dénit ainsi ζ : (L, r,D) ∈ F 7→ Pλ ∈ XG, où Pλ est l'unique polyèdre projetif miroir
tel que P dλ = L, P
g
λ = D et Rl,s,d(Pλ) = r. La fontion ζ est ontinue et il est lair que les
appliations ζ et ψ sont inverses l'une de l'autre. Ce qui termine la démonstration.
Remarque 4.40.  Ce lemme montre que XG est une variété et qu'elle est de dimension d(G).
Il s'agit d'une réurrene sur le nombre de 3-iruits prismatiques essentiels de G. Le as initial
est donné par la proposition 4.30, et sinon on hoisit un 3-iruit orienté prismatique essentiel
Γ tel que GdΓ soit un blo fondamental. Le lemme 4.36, la proposition 4.33 et l'hypothèse de
réurrene montrent que XG est une variété de dimension d(GgΓ) + (d(GdΓ)− 1) + 1 = d(G).
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4.9. Expliitation du diéomorphisme.  On peut onstruire expliitement le diéo-
morphisme entre XG et les opies de Rd(G). Pour ela, introduisons les notations suivantes :
1. On ommene par se donner un système puits-soure S de 3-iruits de G.
2. On note V l'ensemble des sommets de valene 4 de la forêt FG. Si w ∈ V , alors on note
(Γwi )i=1...4 une suite des quatre 3-iruits de S qui orrespondent aux arêtes inidentes de
w.




∀Γ ∈ C3, xΓ ∈ IGΓ
x ∈ RC3 et
∀w ∈ V, ∑i=1...4 xΓwi = 0

 .
Cet espae E est une réunion d'ouverts onvexes disjoints indexée naturellement par les
orientations partielles admissibles de FG.
4. On note C ′3 la partie de S formée des 3-iruits prismatiques essentiels de G. Pour tout
élément Γ de C ′3, on hoisit une fae sΓ de Γ, une fae s
d
Γ à droite de Γ, et enn une fae s
g
Γ
à gauhe de Γ. On suppose que si sgΓ (resp. s
d
Γ) et sΓ sont adjaentes alors l'arête ommune
n'est pas d'ordre 2, et qu'auune des faes sgΓ et s
d
Γ ne fait partie de Γ.
5. On note C4 l'ensemble des sommets de AG dont le blo fondamental orrespondant vient
d'un tétraèdre T qui possède exatement 2 arêtes d'ordre 2 qui ne sont pas sur la même
fae de T . À tout élément w ∈ C4 est assoié un unique 4-iruit orienté (à orientation
près) noté ∆w.
6. On note MG l'espae E ×RC4 × RC′3 .
Remarque 4.41.  Soit G un éimaèdre étiqueté. Si w est un sommet de AG, et si on note
Bw le blo fondamental assoié à w alors on a une projetion naturelle pw : MG → MBw .Le
lemme 4.36 montre que ette appliation est surjetive.
On a un énoné plus préis que le théorème 3.16.
Théorème 4.42.  Soit G un éimaèdre étiqueté qui n'est pas un prisme exeptionnel et tel
que m(G) = 0 et d(G) > 0, ave les notations introduites i-dessus. L'appliation
φG : XG −→ E × RC4 × RC′3
P 7−→
(







est un diéomorphisme sur MG. En partiulier, les omposantes onnexes de XG sont en bije-
tion ave les orientations partielles admissibles de FG, et XG s'identie à une réunion d'ouverts
onvexes d'un espae vetoriel de dimension d(G).
Démonstration.  Ce théorème a déjà été démontré lorsque G est un blo fondamental ou un
tétraèdre : il s'agit des propositions 4.29 et 4.30. Nous allons proéder par étapes.
Commençons par montrer que φG est injetive. Pour ela, il sut de proéder par réurrene
sur le nombre de 3-iruits prismatiques essentiels de G. Si G ne possède pas de tel 3-iruit, alors
G est un blo fondamental ou un tétraèdre et le théorème est démontré dans e as. Si G possède
un 3-iruit prismatique essentiel alors G possède un 3-iruit orienté prismatique essentiel Γ tel
que GdΓ soit un blo fondamental. Le lemme de ollage (lemme 4.36), l'hypothèse de réurrene
et la proposition 4.30 montrent que tout polyèdre P ∈ XG est entièrement déterminé par φG(P ).
Don φG est injetive.
Montrons à présent que l'image de φG ontient MG. Soit m ∈ MG. Pour tout sommet w
de AG, on note Bw le blo fondamental étiqueté de G orrespondant au sommet w. Le lemme
4.36 montre qu'il existe un P ∈ XG tel que φG(P ) = m si et seulement si pour tout sommet
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w de AG il existe un blo fondamental Bw ∈ XBw tel que φBw(Bw) = pw(m), où pw désigne
la projetion naturelle pw : MG → MBw (remarque 4.41). La proposition 4.30 et le fait que
toute orientation partielle admissible de FG induit une orientation partielle admissible de FBw
montrent l'existene de tels blos fondamentaux. La surjetivité de pw permet de onlure que
MG est inlus dans l'image de φG.
Il faut montrer à présent que l'image de φG est inluse dans MG. Soit P ∈ XG, montrons
que P dénit une orientation partielle admissible. La proposition 4.19 montre que pour tout
3-iruit sans angle droit Γ, on a RΓ(P ) ∈ IΓ. Par onséquent, si le 3-iruit Γ est prismatique
sans angle droit et ane ou sphérique alors en partiulier RΓ(P ) 6= 0. On a vu au paragraphe
4.6.2 qu'un tel polyèdre dénit une orientation partielle de FG. Il ne nous reste plus qu'à montrer
que ette orientation est admissible. La diulté est la suivante, a priori le polyèdre P peut
posséder un 3-iruit Γ prismatique et hyperbolique qui vérie RΓ(P ) = 0. La présene d'un
tel 3-iruit empêhe P de dénir une orientation partielle admissible à l'aide des signes des
invariants R. Pour remédier à e problème, il sut de remarquer que l'espae des modules de
tout blo fondamental B est une variété onnexe XB et que l'ensemble des blo fondamentaux
miroirs B qui possède un 3-iruit Γ qui vérie RΓ(B) = 0 est une réunion de sous-variété (de
odimension 1) de ette variété XB. Par onséquent, pour tout polyèdre P , on peut trouver une
famille ontinue (Pt)t∈[0,1] ∈ X [0,1]G telle que P0 = P et pour tout t 6= 0 et tout 3-iruit Γ de
G, on a RΓ(Pt) 6= 0. En eet, il est lair que l'on peut faire ela pour tout blo fondamental
et omme AG est un arbre on peut s'assurer que le long de es déformations les onditions de
reollement (égalités des invariants R, lemme 4.36) soient assurées.
Il faut à présent montrer la ontinuité de l'appliation réiproque. On a déjà vu ave la
proposition 4.29 et la proposition 4.30 que les réexions par rapport aux faes des blos fonda-
mentaux dépendaient ontinûment des quantités RΓ pour Γ ∈ C3. Il ne reste plus qu'à vérier
que les réexions dépendent ontinûment du paramètre de reollement. On a vu durant la dé-
monstration du lemme 4.36 que les réexions dépendaient ontinûment de e paramètre. Ce
qui onlut la démonstration.
Remarque 4.43.  Il est à présent lair que κ(G) est un entier pair ou égal à 1, qui vérie
1 6 κ(G) 6 2n(G). En eet, si on possède une orientation partielle admissible alors l'orientation
obtenue en renversant toutes les èhes est aussi admissible.
5. Exemples
On donne ii quelques exemples de alul du nombre de omposantes onnexes de XG. Les
gures sont déomposées en trois parties : le graphe ombinatoire assoié à G et l'arbre assoié,
que l'on a représenté deux fois.
Pour rendre les gures lisibles, nos exemples vérient tous les hypothèses suivantes : les arêtes
extrémales sont sphériques ave angle droit et les arêtes non extrémales sont sans angle droit.
Enn, on a insrit sur les arêtes la nature géométrique de l'arête, en utilisant les abréviations
suivantes : a = ane ou sphérique et h = hyperbolique.
On désignera par κ1 (resp. κ2) le nombre de omposantes onnexes de l'espae des modules
assoié à n'importe quel graphe étiqueté qui vient du graphe étiqueté dessiné et dont les 3-
iruits vérient les hypothèses données par les étiquettes des arêtes de l'arbre dessiné à gauhe
(resp. droite).
Rappelons qu'ave les notations que l'on vient de mettre en plae, se donner une orientation
partielle 'est orienter les arêtes marquées a. Se donner une orientation partielle admissible 'est
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se donner une orientation partielle, telle qu'il existe une orientation des arêtes marquées h telle









Figure 6. κ1 = 1 et κ2 = 14
1) L'arbre A1 de la gure 6 ne possède auune arête marquée a, par onséquent, il n'y auune
arête à orienter d'où κ1 = 1.
2) L'arbre A2 de la gure 6 possède 4 arêtes marquées a, par onséquent, il y a 24 = 16
orientations partielles. Si on oriente toutes es arêtes vers l'intérieur (resp. l'extérieur) alors
on obtient un puits (resp. une soure). Il est faile de voir que e sont les seules orientations












Figure 7. κ1 = 2
5 = 32 et κ2 = 14 · 22 = 56
1) L'arbre A1 de la gure 7 possède 5 arêtes marquées a, par onséquent, il y a 25 = 32 orien-
tations partielles. Il est faile de voir que toutes es orientations partielles sont admissibles. On
a don κ1 = 2
5 = 32.
2) L'arbre A2 de la gure 7 possède 6 arêtes marquées a, par onséquent, il y a 26 = 64 orien-
tations partielles. Mais elles ne sont pas toutes admissibles. Se donner une orientation partielle
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admissible de A2, 'est se donner une orientation partielle admissible du sous-arbre formé des 4
arêtes marquées a qui ont une sommet en ommun, puis se donner n'importe quelle orientation































Figure 8. κ1 = 14 · 74 = 33614 et κ2 = 212 − 2 = 4094
1) L'arbre A1 de la gure 8 possède 16 arêtes marquées a, par onséquent, il y a 216 = 65 536
orientations partielles. Mais elles ne sont pas toutes admissibles. Se donner une orientation
partielle admissible de A1, 'est se donner une orientation partielle admissible du sous-arbre
formé des 4 arêtes marquées a qui ont un sommet en ommun, au entre de A1, puis se donner
l'une des 7 orientations partielles admissibles pour haun des 4 groupes de 3 arêtes restantes.
On a don κ1 = 14 · 74 = 33 614.
2) L'arbre A2 de la gure 8 possède 12 arêtes marquées a, par onséquent, il y a 212 = 4 096
orientations partielles. Mais elles ne sont pas toutes admissibles. En eet, si l'on oriente toutes
les arêtes marquées a vers l'intérieur (resp. l'extérieur), alors on doit orienter toutes les arêtes
marqués h vers l'extérieur (resp. l'intérieur). Il est faile de voir que e sont les deux seules
orientations partielles non admissibles.
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